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Vom lucra cu entitati (vectori si matrice) construite cu numere reale

» scalar: 1.2

1
» vector: |0
1

1
» matrice: |1
2
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Vectori

Definitie. Un vector real x de dimensiune n este o colectie de n
numere reale dispuse ordonat intr-o coloana.
X1
X2
X =

Xn

Fig. 1.1: (a) Un vector in R® si coordonatele sale; (b) vectorii unitate in R?




Vectori: Operatii

X1+ W
Xo + Y2
> Suma:z=x+y = )
Xn+ Yn
aXq
A . QX
» Inmuliire cu un scalar: z = ax =
aXp
Yy
T ar
&€
(a) (b)

Fig. 1.2: (a) Suma a doi vectori in R?; (b) Produsul cu un scalar




Vectori: Operatii

Considerand vectorii X = {x1, X2, - - - , Xp}, atunci vectorul

p
Z=0a1Xy + - apXp = ZO{,’X,’
i=1

se numeste combinatie liniara a vectorilor din X cu coeficientii
aq, - ,ap € R

Exemplu: X = {[%ﬂ , [1]},04 =[11/2]

o e ]I




Liniar dependenta

Considerand vectorii X = {x1, X2, - - - , Xp}, atunci vectorul

p
Z=0o1Xy + - QpXp = ZO&,‘X,’
i=1

se numeste combinatie liniara a vectorilor din X cu coeficientii
a1, ,0p €R.

Exemplu: X = {[%ﬂ : [1]},04 =[11/2]

e -l

Observati: daca o = [1 —1/2] atunciz=0




Liniar dependenta

Vectorii X = {x1,X2,--- , Xp} se numesc liniar dependenti daca
Ja # 0 € RP a.i.

p
Z=dadiXq +"~dep:Zd/X/=0
i=1

Altfel, se numesc liniar independenti.

Exemplu liniar dependenti: X = {[1 ;g] , m ha=[1-1/2]

e [18] e 1] = [0

Exemplu liniar independenti: X — {m , m Voo = [aq az]”

ol e

Aratati ca a(z) este unic pentru X liniar independenti! (exercitiu)
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Subspatiu Liniar

O multime S de vectori din R” este numita subspatiu liniar al
spatiului R" daca:

> x+yeSVx,yeS
> axe S,Vxe S aeR




Subspatiu Liniar

O multime S de vectori din R” este numita subspatiu liniar al
spatiului R" daca: (i) x+y € S,Vx,y € S; (ii) ax € S,¥x € S,a € R
Exemple:

» inR:axareald S={x € R}

Geogebra.org @7



Subspatiu Liniar

O multime S de vectori din R” este numita subspatiu liniar al
spatiului R" daca: (i) x+y € S,Vx,y € S; (ii) ax € S,¥x € S,a € R
Exemple:

» inR:axareald S={x € R}
> inR2:dreapta S = {x € R?: xy +2x, = 0}

Geogebra.org @7



Subspatiu Liniar

O multime S de vectori din R” este numita subspatiu liniar al
spatiului R" daca: (i) x+y € S,Vx,y € S; (ii) ax € S,¥x € S,a € R
Exemple:

» inR:axareald S={x € R}
> inR2:dreapta S = {x € R?: xy +2x, = 0}
> inR3:plan S={xcR?:x; +2x2 + x3 = 0,x; — xo = 0}

Geogebra.org @7



Subspatiu Liniar

O multime S de vectori din R” este numita subspatiu liniar al
spatiului R" daca: (i) x+y € S,Vx,y € S; (ii) ax € S,¥x € S,a € R
Exemple:

>

>
| 4
>

iNR :axarealda S={x € R}

in R2 : dreapta S = {x € R? : xy + 2x, = 0}
iNR3:plan S={x € R?: xy +2x2 + x3 = 0,x; — xo = 0}
inR" : subspatiu S = {x € R”: Ax = 0}, unde A € R™*"

Geogebra.org @7



Subspatiu Liniar

O multime S de vectori din R" este numita subspatiu liniar al
spatiului R" daca:

> x+yeSvVx,yeS

> axe S,Vxe S aeckR
Exemple:
> inR:axareala S ={x e R}

>
>
>

in R2 : dreapta S = {x € R? : x; + 2x, = 0}
iNR3:plan S={x € R%: x; +2x + x3 = 0, X1 — xo = 0}
in R": subspatiu S = {x € R": Ax = 0}, unde A € R™*"

Combinatiile liniare ale vectorilor X = {xq, X2, -- , Xp} genereaza un
subspatiu liniar!




Subspatiu Liniar

O multime B de vectori din R” este numita baza al spafiului S C R”
daca:

» elementele din B sunt liniar independente

» Bgenereaza S

Exemple:

> S:{xeR”:x:am,aeR}sauS:span{[”}




Subspatiu Liniar

O multime B de vectori din R” este numita baza al spafiului S C R”
daca:

» elementele din B sunt liniar independente

» Bgenereaza S

Exemple:

> S:{xeR”:x:am,aeR}sauS:span{[”}

> S={xeR":X=aib) + - apby,a € RP} sau
S=span{by,---,bp}




Subspatiu Liniar

O multime B de vectori din R” este numita baza al spafiului S C R”
daca:

» elementele din B sunt liniar independente

» Bgenereaza S

Exemple:

> S:{xeR”:x:am,aeR}sauS:span{[”}

> S={xeR":X=aib) + - apby,a € RP} sau
S=span{by,---,bp}

» {e1, -, e} baza (canonica) pentru spatiul R”




Subspatiu Liniar

Dimensiunea subspatiului S € R” = numarul de vectori din baza (nr.
maxim de vectori liniar independenti)

Exemple:

> S= {x ER": x =« m NoRS R} => Dimensiune Dim(S) = 1




Subspatiu Liniar

Dimensiunea subspatiului S € R” = numarul de vectori din baza (nr.
maxim de vectori liniar independenti)

Exemple:
> S= {x ER": x =« m NoRS R} => Dimensiune Dim(S) = 1

> S={xeR":Xx=aibi + - apby,a € RP} => Dim(S) = p




Norme

in orice (sub)spatiu este necesara o metrica de masura a
distantelor

Multe probleme de calcul numeric gi invatare automata se formuleaza
in termeni de distante

Support Vector Machine:
. 2
min - [|wll2

stywixi+b)>1-¢,6>0

Regresie liniara:

. 2
min [|x]l2
st. Ax=0>b

min ||AX — b||§

o @’



Norme. Produs Scalar

n
Produs scalar euclidian: (x,y) = xTy = 3" x;y;
i=1

» daci x, y au norma unitate atunci x”y = cos(6), unde ¢ este
unghiul format de x si y

Norme || - ||: functii care satisfac urmatoarele conditii

» pozitivitate: ||x|| > 0,Vx € R, x # 0




Norme. Produs Scalar

n
Produs scalar euclidian: (x,y) = xTy = 3" x;y;
i=1
» daci x, y au norma unitate atunci x”y = cos(6), unde ¢ este
unghiul format de x si y

» in felul acesta, capata sensul unei masuri de similaritate (in
opozitie cu distan{a)

Norme || - ||: functii care satisfac urmatoarele conditii
» pozitivitate: ||x|| > 0,Vx € R, x # 0

» omogenitate: ||ax|| = |a|||x]],¥x € R",a € R



Norme. Produs Scalar

n
Produs scalar euclidian: (x,y) = xTy = 3" x;y;
i=1
» daci x, y au norma unitate atunci x”y = cos(6), unde ¢ este
unghiul format de x si y

» in felul acesta, capata sensul unei masuri de similaritate (in
opozitie cu distan{a)

Norme || - ||: functii care satisfac urmatoarele conditii
» pozitivitate: ||x|| > 0,Vx € R, x # 0
» omogenitate: ||ax|| = |a|||x]],¥x € R",a € R

» inegalitatea triunghiului: ||x + y|| < ||x|| + ||y, VXx,y € R"

g8



Norme. Produs Scalar

n
Produs scalar euclidian: (x,y) = x"y = 3 x;y;
i=

» daca x, y au norma unitate atunci x"y = cos(#), unde 6 este
unghiul format de x si y

Norme || - ||: functii care satisfac urmatoarele conditii
» pozitivitate: ||x|| > 0,Vx e R, x # 0
» omogenitate: ||ax|| = |af||x]|,¥Xx € R",a € R

> inegalitatea triunghiului: ||x + y|| < ||Ix[| + ||y[|,Vx,y € R”

1/p
Exemple : ||x|l2 = VxTx, ||||p == (Z x,-v’)

i

g8



Norme. Produs Scalar

n
Produs scalar euclidian: (x,y) = x"y = 3 x;y;
i=

» daca x, y au norma unitate atunci x"y = cos(#), unde 6 este
unghiul format de x si y

» in felul acesta, capata sensul unei masuri de similaritate (in
opozitie cu distanta)

Norme || - ||: functii care satisfac urmatoarele conditii
> pozitivitate: ||x|| > 0,Vx e R, x # 0
» omogenitate: ||ax|| = |af[|x]|,¥Xx € R",a € R

> inegalitatea triunghiului: ||x + y|| < ||Ix[| + ||y[|,Vx,y € R”

1/p
Exemple : ||x|l2 = VXTx, |||p == (Z x,-v’)

i

g8



Norme. Produs Scalar

n
Produs scalar euclidian: (x,y) = x"y = 3" x;y;
i=

» daci x, y au norma unitate atunci x”y = cos(6), unde 6 este
unghiul format de x si y

Norme || - ||: exemple

> norma 2: ||x|l2 = 4/>_; x (fig. stanga)
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Norme. Produs Scalar

n
Produs scalar euclidian: (x,y) = x"y = 3" x;y;
i=
» daca x, y au norma unitate atunci x”y = cos(#), unde ¢ este
unghiul format de x si y

» in felul acesta, capata sensul unei masuri de similaritate (in
opozitie cu distanta)

Norme || - ||: exemple

> norma 2: ||x|l2 = 4/>_; x? (fig. stanga)

» norma 1: || x|y = >_; x| (fig. centru)
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Norme. Produs Scalar

n
Produs scalar euclidian: (x,y) = x"y = 3 x;y;
i=1

» daci x, y au norma unitate atunci x”y = cos(6), unde 6 este
unghiul format de x si y

» in felul acesta, capata sensul unei masuri de similaritate (in
opozitie cu distanta)

Norme || - ||: exemple

> norma 2: ||x|l2 = 4/>_; x? (fig. stanga)
» norma 1: || x|y = >_; x| (fig. centru)
» norma oco: ||X|l.c = max;|X;| (fig. dreapta)

0.1 0.1 Q.1
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O matrice A € R™" reprezinta un tablou bidimensional de numere
reale de forma:

ayy a2 -+ an

ax dxp - a2
A =

ami amz -+ amn

» daca m = n atunci A este matrice patrata




O matrice A € R™" reprezinta un tablou bidimensional de numere
reale de forma:

ayy a2 -+ an

ax dxp - a2
A =

ami amz -+ amn

» daca m = n atunci A este matrice patrata

» A patrata = diagonala principala este multimea pozitiilor pentru
carei=j




O matrice A € R™" reprezinta un tablou bidimensional de numere
reale de forma:

ayy a2 -+ an

ax dxp - a2
A =

ami amz -+ amn

» daca m = n atunci A este matrice patrata

» A patrata = diagonala principala este multimea pozitiilor pentru
carei=j

> C:A+B<:>c,-j:a,-j+b,-j




O matrice A € R™" reprezinta un tablou bidimensional de numere
reale de forma:

ayy a2 -+ an

ax dxp - a2
A =

ami amz -+ amn

» daca m = n atunci A este matrice patrata

» A patrata = diagonala principala este multimea pozitiilor pentru
carei=j

> C:A+B<:>c,-j:a,-j+b,-j

> C=aAsc=aa




O matrice A € R™" reprezinta un tablou bidimensional de numere
reale de forma:

ayy a2 -+ an

ax dxp - a2
A =

ami amz -+ amn

» daca m = n atunci A este matrice patrata

» A patrata = diagonala principala este multimea pozitiilor pentru
carei=j

> C:A+B<:>c,-j:a,-j+b,-j

> C=aAsc=aa

» Transpusa B := AT & b; = a; @’



Matrice. Subspatii asociate

O matrice A € R™*" genereaza subspatiile:

» |Imaginea matricii A:
Im(A) = {y e R™: 3x € R" astfel incat y = Ax}

> rang(A) = dim(Im(A))




Matrice. Subspatii asociate

O matrice A € R™*" genereaza subspatiile:

» |Imaginea matricii A:
Im(A) = {y e R™: 3x € R" astfel incat y = Ax}

> rang(A) = dim(Im(A))
» Nucleul matricii A: Ker(A) = {x e R": Ax =0}




Matrice. Subspatii asociate

O matrice A € R™*" genereaza subspatiile:

» |Imaginea matricii A:
Im(A) = {y e R™: 3x € R" astfel incat y = Ax}

» rang(A) = dim(Im(A))
» Nucleul matricii A: Ker(A) = {x e R": Ax =0}

Teorema. Im(A) L Ker(AT) si orice x € R™ se decompune

Xx=u+v,ucim(A),v e Ker(A")




Produs matrice-vector

O matrice A € R™*" reprezinta un tablou bidimensional de numere
reale de forma:

ann @2 -+ @ain
a ap - axp

A= . . ol =la a - a)
am dam2 - amn

» daca Ac R™""six cR"




Produs matrice-vector

O matrice A € R™*" reprezinta un tablou bidimensional de numere
reale de forma:

ann @2 -+ @ain
a ap - axp

A= . . ol =la a - a)
am dam2 - amn

» daca Ac R™""six cR"

n
» Produs M-V: y = Ax =}~ aix;
j=1




Produs matrice-vector

O matrice A € R™*" reprezinta un tablou bidimensional de numere
reale de forma:

ayr a2 - an X4
81 d2 -+ a2 |x
y=Ax:= 2
am am2 - amn Xn

Algorithm GAXPY (A, x,y)
1.Pentru i=1:m
1.Pentru j=1:n
1. Yi=Yi+aX




Produs matrice-matrice. Forme

ay a2 --- auy| [bin bz -+ by

a1 ap -+ ay| |bay b - bop

am am2 -+ am) |bn b - bn
Observam : c; = a b

> A(BC) = (AB)C
> A(B+C)=AB+AC
> (AB)T = BTAT




Produs matrice-matrice: Forma 1

ann a2 - ay| |bit bz -+ bin
1 ap - ay| |bat b - bog
cC:= . ) . . . .
am am2 -+ am)| |bn b - bn
b1
=[ai---al
bl

|
Forma1:C=AB=_ acb"
s




Produs matrice-matrice: Forma 2

an are - ay| [bn bz - big

8 ap - ay| |bat b2 - bop
C:=

am @m2 -+ am) |bn b - bn

Forma2:C = AB = dﬁ éb,?/ dt,).'i

Cy C2 Cn




Produs matrice-matrice: Forma 3

ayn ap - ay| [bir bz - big
a1 ap - ay| |bat b -+ bog
C:=| . . . . . .
am am2 -+ aml bl1 bl2 e bln
a'B c!

2
Forma3:C = AB = aB ¢?

a"B cm




Produs matrice-matrice: Algoritm

an a2 - ay| b biz -+ bip

1 ap - ay| |bat bn - b

am  am2 - aml by bp - bp

Algorithm MM(A, B)
1.Pentru i=1:m
1.Pentru j=1:n
1. Pentru k=1:/
1. Cj=Cj+ a,-kbk,-




Matrici structurate

» Triunghiulare

v

Hessenberg

» Diagonale - Bidiagonale - Tridiagonale

» U superior triunghiulara u; = 0 pentru j < i

Uyn Uiz -+ Ui
0 U -+ Uz
0 0 <o Upp

» [ inferior triunghiulara l; = 0 pentru j > i:

ki 0 - 0




Matrici structurate

» H superior Hessenberg h; = 0 pentru j < i — 1:

hiy B2 -+ hip—1 hig
hoy hoo -+ hop—1  hop
0 hs -+ hapq h3py
0 0 - howot hm

» H inferior Hessenberg h; = 0 pentru i < j— 1:

hi1 hyo 0 e 0
hoy hoo hoz - 0
ho—11 hp—12 Apcas -+ hacin

hn1 hn2 hnS te hnn




Matrici structurate

» D matrice diagonala dj = 0 pentru j # i

» B matrice bidiagonala :

by bz O e 0 by O 0 e 0
0 b bz - 0 bsy by O 0
0 O - bpoin-1t b1 0O O - bp_1p—1 O
0 0 e O bnn O O e bnn_1 bnn

» T tridiagonala:

i t2 O 0
b1 fa I3 0
0 0 tn—1n—1 Z‘n—1n
0 0 T tnn71 tnn
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Sisteme de ecuatii liniare

Un sistem de m ecuatii cu n necunoscute are forma:

a1, + a2 + ...+ A1y — bl
(211 + 222 + ... + Goply = b
11 + Am2do + sivist & + AmnIn — bnl

Forma matriceala

Ax = b,
unde A este matricea coeficientilor, x vector necunoscutelor, b
termen liber
ain apz - an by
a1 dp - ap by
A= , b=

am am2 - Aamn bm



Sisteme de ecuatii liniare

Sistemul
Ax=b>b

» Subdeterminat: m < n, posibil o infinitate de solutii
» Determinat: m = n, adesea solutie unica
» Supradeterminat: m > n, adesea nu are solutie

Teorema. Sistemul Ax = b are solutie daca si numai daca b € Im(A).

Y3

b ImA

Y2




Sisteme de ecuatii liniare

Exemplu: Fie A= B 1 ﬂ b= m , atunci Ax = b este

X1+ X =2
Xo + X3 = 1.

» O solutie particulara: x =

1
1
0

1+«
» Multimea tuturor solutiilor: X = ¢ x= |1 —a| ,a € R

(07




Sisteme de ecuatii liniare

Teorema. Daca A € R™" atunci sistemul are solutie unica daca si
numai daca:
x=A"b.

» Nu este o formula adecvata calculului numeric (vrem sa evitam
A1)




Sisteme de ecuatii liniare

Teorema. Daca A € R™" atunci sistemul are solutie unica daca si
numai daca:
x=A"b.

» Nu este o formula adecvata calculului numeric (vrem sa evitam
A1)

» In general, existenta unei soluiii se determina greu




Sisteme de ecuatii liniare

Teorema. Daca A € R™" atunci sistemul are solutie unica daca si
numai daca:
x=A"b.

» Nu este o formula adecvata calculului numeric (vrem sa evitam
A1)
» In general, existenta unei soluiii se determina greu

» In particular, existenta unei solutii se detecteaza imediat in cazul
matricilor triunghiulare

g8



Sisteme liniare triunghiulare

Exista instante foarte simple de SL patratice: sistem triunghiulare!
Distingem:

»> A = U superior triunghiulara u; = 0 pentru j < i

Ut Uiz - Uin| [X4 by
0 U -+ Unp| | X bo
O O st Unn Xn bn

» A = Linferior triunghiulara l; = 0 pentru j > i:

hy 0O -~ 0 X4 b
b1 by - 0] |X _ b2
I I - hn] [Xn bn



Sisteme liniare triunghiulare

Exista instante foarte simple de SL patratice: sistem triunghiulare!
Distingem: A = L inferior triunghiulara /; = 0 pentru j > i

I11 0 cee 0 Xq b1
121 122 v 0 X2 b2
In1 /n2 te Inn Xn bn

by

» Observam ca: xy = ,ﬂ




Sisteme liniare triunghiulare

Exista instante foarte simple de SL patratice: sistem triunghiulare!
Distingem: A = L inferior triunghiulara /; = 0 pentru j > i

I14 o --- 0 X1 by
bt b2 -+ 0| |Xx bo
In1 /n2 e Inn Xn bn
» Observam ca: x; = %
» Daca se cunosc Xq,--- , Xj_1 atunci :

i1
bi — > ljx
J=1

Xi =
li




Algoritm LTRIS

Algorithm LTRIS(L, b)
1.x:=b
2.Pentru i=1:n
1.Pentru j=1:/—1
1. X=X — IUX/
2. xi = X/l

> La fiecare pas al buclei necesita 2(i — 1) flopi




Algoritm LTRIS

Algorithm LTRIS(L, b)
1.x:=b
2.Pentru i=1:n
1.Pentru j=1:/—1
1. X=X — IUX/
2. xi = X/l

> La fiecare pas al buclei necesita 2(i — 1) flopi

» Complexitate: O(n?) (comparativ cazul general O(n?))




Algoritm LTRIS

Algorithm LTRIS(L, b)
1.x:=b
2.Pentru i=1:n
1.Pentru j=1:/—1
1. X=X — IUX/
2. xi = X/l

> La fiecare pas al buclei necesita 2(i — 1) flopi
» Complexitate: O(n?) (comparativ cazul general O(n?))

» Exercitiu: Scrieti pseudocodul alg. UTRIS




Algoritm LTRIS

Algorithm LTRIS(L, b)
1.x:=b
2.Pentru i=1:n
1.Pentru j=1:/—1
1. X=X — IUX/
2. xi = X/l

> La fiecare pas al buclei necesita 2(i — 1) flopi
» Complexitate: O(n?) (comparativ cazul general O(n?))
» Exercitiu: Scrieti pseudocodul alg. UTRIS

» |dee: Putem reduce un sistem general la unul triunghiular?
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>
>

>

» Sisteme de ecuatii liniare patratice

» Algoritmi de rezolvare a SL patratice
>

Sisteme speciale




Transformari elementare

Definitie. Transformare inferior triunghiulara elementara (ITE) de
ordin n si indice k are forma:

My = I, — mye]

unde
mg=[0 0 -+ O g1k - fink]
are primele k elemente nenule.

1 0 0 0]
0 1 0 0
Mp,=10 0 ... 1 0
0O 0 ... —Mk+1.k 0
0

il 0 0 ... —Unk 1 |




Transformari elementare

Proprietati ale matricilor de transformare ITE:

> My este inversabild si M, ' = I, + mye]




Transformari elementare

Proprietati ale matricilor de transformare ITE:

> My este inversabild si M, ' = I, + mye]

> (Mex); = X; pentrui=1:k
O X — uxe pentrui=k+1:n




Transformari elementare

Proprietati ale matricilor de transformare ITE:
T

> My este inversabild si M, ' = I, + mye]
i i=1:k
> (M) = X; pentru /
X — pikXxk pentrui=k+1:n
» Pe scurt, M schimba elementele din x de la indicele k mai
departe




Transformari elementare

Proprietati ale matricilor de transformare ITE:

> My este inversabild si M, ' = I, + mye]

X; entrui=1:k
> (MkX),' = ! P .,
X — pikXxk pentrui=k+1:n
» Pe scurt, M schimba elementele din x de la indicele k mai
departe

» Daca alegem valori potrivite pentru multiplicatorii uj, putem
X; pentrui=1:k

obtine (Mix); ==
fine (Myx); 0 pentrui=k+1:n



Transformari elementare

Proprietati ale matricilor de transformare ITE:

> My este inversabild si M, ' = I, + mye]

X; entrui=1:k
> (MkX),' = ! P i
X — uixXxk pentrui=k+1:n
» Pe scurt, M, schimba elementele din x de la indicele kK mai
departe

» Daca alegem valori potrivite pentru multiplicatorii u, putem
X; pentrui=1:k

btine (Mkx); :=
obfine (Mex): {0 pentrui=k+1:n

X1 Xq

X:

x2 *2 A Xi
X = |73 Mox = | . | alegénd puj1 = o

: : 2
- 0 @
Xn



Transformari elementare

Proprietati ale matricilor de transformare ITE:
> My este inversabila si M, ' = I, + mxe]

i ntrui=1:k
> (Myx) = pentru /
X; — wigXx pentrui=k+1:n
» Pe scurt, M schimba elementele din x de la indicele k mai
departe

» Daca alegem valori potrivite pentru multiplicatorii u, putem
. X; pentrui=1:k
obtine (Mix); == 4 % Pentru!

0 pentrui=k+1:n

» Daca xx = 0, atunci Myxx = x

o
o o X

x=|0 Mox = alegand pj1 = X
0 0



Eliminare gaussiana

Algoritmul de EG propune triangularizarea progresiva a matricii A
Initializare: Ay = A, b1y = b

Pas 1: Ao = M; A are elementele sub-diagonale de pe coloana 1
egale cu 0

=
(1(11) a

(
|
0 (l,.(z
(

Pas 2: A; = M>M; A are elementele sub-diagonale de pe coloanele 1
si2egalecu0

Pas k: Ax = M --- MoM; A are elementele sub-diagonale de pe
coloanele 1 : k egale cu 0; nu sunt afectate primele k — 1 coloane @’



Eliminare gaussiana

Algoritm EG(A)
1.Pentru k=1:n-1
1. Se calculeaza matricea M (adica multiplicatorii
Wik, | = k+1: n), astfel incat (MA); =0, pentrui=k+1:n
2. A= MA
al

» Multiplicatorii necesari py = =
kk




Eliminare gaussiana

Algoritm EG(A)
1.Pentru k=1:n-1
1. Se calculeaza matricea M (adica multiplicatorii
Wik, | = k+1: n), astfel incat (MA); =0, pentrui=k+1:n
2. A= MA

. N . 3
» Multiplicatorii necesari p = :Tk
kk

» Algoritmul produce U = A, = M- 1My_o---M; A
— —
M




Eliminare gaussiana

Algoritm EG(A)
1.Pentru k=1:n-1
1. Se calculeaza matricea M (adica multiplicatorii
Wik, | = k+1: n), astfel incat (MA); =0, pentrui=k+1:n
2. A= MA

K
> Multiplicatorii necesari i = Sk
kk
» Algoritmul produce U = A, = Mp_1M,_2--- My A
—_—
Y

» Matricea M este inferior triunghiulara (de ce?)



Eliminare gaussiana

Algoritm EG(A)
1.Pentru k=1:n-1
1. Se calculeaza matricea M (adica multiplicatorii
Wik, | = k+1: n), astfel incat (MA); =0, pentrui=k+1:n
2. A= MA

Kk
» Multiplicatorii necesari p = :Tk
kk

» Algoritmul produce U = A, = M- 1My_o---M; A
— —
M
» Matricea M este inferior triunghiulara (de ce?)

» Important: Daca toate matricile lider principale Al din A sunt
nesingulare, atunci algoritmul produce un U nesingular (sistemul
are solutie unica!)




Eliminare gaussiana

Algoritm EG(A)
1.Pentru k=1:n-1

1. Se calculeaza matricea M (adica multiplicatorii

Wik, | = k+1: n), astfel incat (MA); =0, pentrui=k+1:n

>

>

2. A= MA

K
Multiplicatorii necesari yux = 2
kk

Algoritmul produce U = A, = M, 1Mp_2---M{ A
— —
M

» Matricea M este inferior triunghiulara (de ce?)

Important: Daca toate matricile lider principale Al din A sunt
nesingulare, atunci algoritmul produce un U nesingular (sistemul
are solutie unica!)

Altfel EG produce un U singular (care sunt consecintele?)




Eliminare gaussiana

Pseudocodul algoritmului EG:
Algoritm G(A)
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n
1. @i < pik = g&
2.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n

1. ajj < ajj — Wik kj
Multiplicatorii uj se pot memora in triunghiul inferior al matricii A

U1 U2 ... Uik UL k+1 - Uln U1l B2 ««» Wik »-» Uln
21 U2 ... Uk U2 k41 ... U2p flo1 U2 ... Uk -.. U2p
M1 HEk2 - Ukk ?kk:’,_lx;)rl (liﬁll) Pkl k2 - Ukl - .. Ukn
Hik+1,1 k41,2 -« MEk+1k (1‘k7+17k:+] o a’k;+l,'n,
k—+1 k+1 )
o S T e SR L Hnt Hn2 <o ik U |

Dupa pasul k In final



Eliminare gaussiana

Pseudocodul algoritmului EG:
Algoritm G(A)
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n
1. a — pix = %

2.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n
1. ajj < ajj — Wik akj

» infinal: Ux = Mb se rezolvad cu UTRIS




Eliminare gaussiana

Pseudocodul algoritmului EG:
Algoritm G(A)
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n
1. a — pix = %kk

2.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n
1. ajj < ajj — Wik akj

» infinal: Ux = Mb se rezolvad cu UTRIS

> Complexitate totald: Y p—1(n — k +2(n — k)?) =~ 22 = O(n®)




Eliminare gaussiana

Pseudocodul algoritmului EG:
Algoritm G(A)
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n
1. a — pix = %
2.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n
1. ajj < ajj — Wik akj

» infinal: Ux = Mb se rezolva cu UTRIS
> Complexitate totald: Y p—1(n — k +2(n — k)?) =~ 22 = O(n®)

» Probleme: Ce se intampla daca o submatrice lider principala
este singulara?




Eliminare gaussiana

Pseudocodul algoritmului EG:
Algoritm G(A)
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n
1. a — pix = %kk

2.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n
1. ajj < ajj — Wik akj

» infinal: Ux = Mb se rezolva cu UTRIS
> Complexitate totald: Y p—1(n — k +2(n — k)?) =~ 22 = O(n®)

» Probleme: Ce se intampla daca o submatrice lider principala
este singulara?

» Raspuns: La pasul k pivotul aﬁf,? este nul; cum se pot calcula, in
situatia aceasta, multiplicatorii pj ?




Pivotare partiala

Modificam algoritmul G prin interschimbarea de linii (si/sau coloane)
pentru a aduce in pozitia pivotului un element nenul.

ULl - .. ULKE - - Uln UL - UK - Uln
o . s 0 . -
(k) (k) (k) (k)
App -+ Ay Aipke -+ Cipm
Ay = 0 Py A = 0
(%) (k) (k) (k)
Ak -+ Cign aiz -~ Opy,
0 0 o
k 3 k k
al) ... a3 ol .ol

Modificare Pas k:

1. Se determina cel mai mic iy : |a;«| = max EM
I=K:n




Pivotare partiala

Modificam algoritmul G prin interschimbarea de linii (si/sau coloane)
pentru a aduce in pozitia pivotului un element nenul.

ULl - .. ULKE - - Uln UL - UK - Uln
o . s 0 . -
(k) (k) (k) (k)
App -+ Ay Aipke -+ Cipm
Ay = 0 Py A = 0
(%) (k) (k) (k)
Ak -+ Cign aiz -~ Opy,
0 0 o
k 3 k k
al) ... a3 ol .ol

Modificare Pas k:

1. Se determina cel mai mic iy : |a;«| = max EM
I=K:n

2. Se interschimba liniile i si k: A< P kA




Pivotare partiala

Modificam algoritmul G prin interschimbarea de linii (si/sau coloane)
pentru a aduce in pozitia pivotului un element nenul.

U1 -.- ULk --- Uln UL -- - ULk --- Uln
o . o 0 ..
(k) (k) (k) (k)
App -+ Ay Aipke -+ Cipm
Ap = 0 Preiy, A = 0
(k) (k) k k
Ak -+ Apm (1/(\1\‘) s “/(m)
0 P 0 .
k 3 2 e
al) ... a3 all - a

Modificare Pas k:
1. Se determina cel mai mic iy : |a;«| = mle(lx EM
I=K:n
2. Se interschimba liniile i si k: A< P kA

3. Se calculeaza My pentru (MxA)k =0,i=k+1:n

g8



Pivotare partiala

Modificam algoritmul G prin interschimbarea de linii (si/sau coloane)
pentru a aduce in pozitia pivotului un element nenul.

U1 -.- ULk --- Uln UL -- - ULk --- Uln
o . o 0 ..
(k) (k) (k) (k)
App -+ Ay Aipke -+ Cipm
Ap = 0 Preiy, A = 0
(k) (k) k k
Ak -+ Apm (1/(\1\‘) s “/(m)
0 P 0 .
k 3 2 e
al) ... a3 all - a

Modificare Pas k:
1. Se determina cel mai mic iy : |a;«| = max EM
I=K:n
2. Se interschimba liniile i si k: A< P kA
3. Se calculeaza My pentru (MxA)k =0,i=k+1:n
4. Se aplica transformarea A < M;A @’



Pivotare partiala

Modificam algoritmul G prin interschimbarea de linii (si/sau coloane)
pentru a aduce in pozitia pivotului un element nenul.

U1 - .- ULk --- Uln U1 - - ULk --- Uln
0 . - 0 = o
(k) (k) (k) (k)
Qg - -+ Qpp Ak - Ay
A = 0 Preij, A = 0
(k) (k) k k
[ 3 S a,(\,\,) - a,(‘.,l)
0 5 0 s
K K k k
afl,,f cee (L$x n) (15],3 a5 a&”’

Modificare Pas k:
1. Se determina cel mai mic i : |a;«| = max EM
I=K:n
2. Se interschimba liniile i, si k: A < P; A
3. Se calculeaza M pentru (MxA)k =0,i=k+1:n

4. Se aplica transformarea A < MA

Pe scurt: Ak+1 = My P Ax @’
infinal: U:= A, = My_1Pn_1My_2Pp_5--- My Py Ay



Pivotare partiala

Algoritm GPP(A)
1.Pentru k=1:n—-1
1. Se determina cel mai mic ix : |aj x| = max |aik|
I=K:n
2. p(k) = i
3.Pentru j=k:n
1. ayj <> 8jj
4.Pentru i=k+1:n
1. @ pik = 2~
5.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n

1. 8jj < 8jj — Hik8kj

» infinal: Ux = Mb se rezolva cu UTRIS




Pivotare partiala

Algoritm GPP(A)
1.Pentru k=1:n-1
1. Se determina cel mai mic ix : |aj x| = max EM
I=K:n
2. p(k) = i
3.Pentru j=k:n
1. ayj <> 8jj
4. Pentru i=k+1:
1. @i+ pik = ::;
5. Pentru j=k+1:
1. Pentru i:k+1 'n
1. a,-,- — a,-,- — p,kak,-

» infinal: Ux = Mb se rezolva cu UTRIS

» Complexitate suplimentaré fata de G:

i (n—k+1)~ Z = O(r) @



