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Retele neuronale

Cursul foloseste resursele si urmeaza capitolele 2—6 din O. Calin
(2020). Deep learning architectures. Springer




Functii de activare

Pentru a obtine un model neliniar, retelele neuronale folosesc
functii de activare neliniare.
Tipuri de functii:
» liniare
> treapta
» sigmoid
» b3t de hochei
Proprietati:
> diferentiabile sau cu discontinuitati

P> marginite sau nemarginite




Activare: liniara

Functia liniara:
f(x)=kx, k>0 (1)

folosita de obicei in ultimul strat al retelelor pentru iesirea
modelului.

Derivata functiei de activare (numit3 si rata de tragere):

f'(x) = k (2)
este folositoare Tn analiza si, mai ales, la algoritmul de
retropropagare.

Functia identitate:
f(x) =x (3)

folosita pentru neuronii liniari.




Curba liniara

f) = kx' ; f =x




Activare: treapta

Cunoscutd drept functia treapta, unitate, Heaviside:
0, x<0
H(x) = 4
() {1’ o (4)

Proprietati:
P este activat doar cand x > 0
» nu este diferentiabil in x =0

> privitd ca o functie generalizatd (ca o distributie) are derivata:

H'(x) = 6(x) (5)

unde §(x) este functia Dirac, functia impuls.




Curba treapta

1.0

y = H(x) of
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Activare: signum

Cunoscutd drept functia signum, unitate bipolara:

S(x) = {_1’ x<9 (6)

1, x>0

Proprietati:
> este activata Tn ambele ramuri
» in continuare nu este diferentiabild in x =0
> este legatd de treaptd prin S(x) = 2H(x) — 1

> privitd ca o functie generalizatd (ca o distributie) are derivata:

S'(x) = 2H'(x) = 26(x) (7)
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Activare: RelLU

Functiile de tip bat de hochei (hockey-stick) sunt in form3 de L, si
in general pleacd de la rectificarea functiei liniare (rectified linear
unit) ce au la baz3d partea pozitivd a argumentului primit.

ReLU (rectified linear unit) este cea mai des folositd si este utilizata
pentru crearea unor noi functii dup3d nevoile aplicatiei de dedesubt:

0,x<0
ReLU(x) = max{x,0} = { X -0 (8)
X, X >

Proprietati:
> este legatd de treaptd prin ReLU(x) = xH(x)
» derivabild cu ReLU'(x) = H(x)
» nu ajunge la saturatie cand folosim gradientul pentru
retropropagare @’



Curb3a RelLU
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Activare: RelLU parametrizat

PReLU (parametric rectified linear unit) este varianta
parametrizatd a RelLU:

ax, x <0
PReLU(x) = 50’ a>0 (9)
X7 X -

Proprietati:

2

>
>
>

este liniara pe parti
are rate de activare diferite pentru x < 0si x >0
cum este legata de celelalte functii?

cum derivam?




Curb3d RelLU parametrizata
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y = prelu(a, P
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Activare: sigmoid

Functiile de tip sigmoid au avantajul de a fi netede (smooth) si de
a putea s3 aproximeze functia treapta la orice nivel de acuratete
impus.

Pentru functiile ce iau valori in intervalul [0, 1], acestea pot fi
folosite drept probabilitati cu aplicatii directe in problemele de
clasificare, identificare, detectie de anomalii etc.




Activare: sigmoid logistic

Cunoscutd drept functia logisticd sau soft-step cu parametru ¢ > 0:

_
1+e

(10)

oc(x) =0(c,x) =

unde c influenteaza rata de activare: valoriile mari duc la o
schimabre brusca de la 0 la 1.

Proprietati:

>
>
>

cand ¢ — oo functia devine H(x) (demonstrati!)

graficul functiei este independent de ¢ la x = 0: 0.(0) = %
oc reprezintd o functie monotona ce transforma linia reala in
intervalul (0,1)

derivabild cu 0. = coc(1 — o.) (demonstrati!)

pentru ¢ = 1 avem functia standard logisticd o(x)

inversa functiei standard, logit, este

o 1(x) = log <1fx) (11)@




Curba sigmoid logistic

0, 1/2)

———————————————————————————————————
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Curba sigmoid logistic parametrizat




Activare: sigmoid hiperbolic

Cunoscutd drept functia hiperbolic tangenta sau sigmoida bipolara:

e —e %
t(x) = tanh(x) = P (12)
Proprietati:
> t reprezintd o functie monotona ce transforma linia reald n
intervalul (0,1)
P tinde oriziontal asimptotic la £+1
> este legatd de sigmoidul logistic prin t(x) = 202(x) — 1
(demonstrati!)
» derivabild cu t'(x) = 1 — t?(x) (demonstrati!)

» graficul functiei trece prin origine si este simetric
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Curba sigmoid hiperbolic

Lo}

y = tanh(x)f




Activare: softmax

Functia softmax este o variantd neted3d (smooth) a functiei max:
eCX,'

SoftmaXC(X),‘ = M y
l

c>0 (13)
unde x; reprezintd elementul / al vectorului x, iar norma £ este de
regula /7.

Proprietati:

P vectorii unitate e; mai sunt denumiti one-hot vectori; atunci
pentru ¢ — oo avem (demonstrati):

CILn;O softmax.(x) = ek, unde k = argmax{xiy,...,x,} (14)

» folosit adesea ca functia de activare a ultimului strat din

reteaua neuronald @’



Functii obiectiv

Parametrii retelei neuronale cautd sa minimizeze o functie obiectiv
cunoscutd si drept cost, eroare sau de pierdere (loss).

Functia obiectiv masoara similaritatea sau distanta dintre intrarea
si iesirea modelului. Acestea pot fi scalari, vectori, matrice, tensori
sau alte obiecte matematice.

Notatii:
P intrarea X, iesirea y
» ponderile w, bias b
> reteaua poate fi privita drept o problem3 de aproximare de
functii ce produce y = f,, p(x)
» functia ce trebuie s3 fie aproximat3 este z = ¢(x)
» functia de cost este astfel C(w, b) = dist(y, z)
P parametrii optimi ai retelei sunt

(w*, b*) = arg T/llr; C(w, b) (15) @



Obiectiv: supremum

Reteau primeste la intrare x € [0, 1] si invatd functia continua
¢ : [0,1] — R astfel incat:

C(w, b) = P [fw.p(x) — $(x)| (16)

sau in cazul discret in care x € R" si z; = ¢(x;):

C(w,b) = max {fu p(xi) — zi} = max {y; — z} (17)

1<i<n 1<i<n




Obiectiv: distanta euclidiana

Reteau primeste la intrare x € [0,1] si invata functia continua
¢ :[0,1] — R este patrat integrabila:

Cw, ) = [ (slo) — 62)) d (19)

sau n cazul discret in care x € R" si z; = ¢(x;):

n

Clw,b) =~ (fub(x)) = 2)* = |Ifwp(x) = 2* = |y — z|* (19)
i=1

ce conduce la rezolvarea ecuatiilor normale aplicind metoda
gradient.




Obiectiv: eroare patratica medie

Reteau primeste la intrare variabila aleatoare X si produce la iesire
variabila aleatoare Y = f,, (X) ce trebuie s3 aproximeze variabila
aleatoare Z:

C(w, b) = E[(Y — Z)*] = E[(fu.b(x) — 2)*] (20)

sau in cazul discret in care avem masurdtorile (x1,21), ..., (Xn, Zn):

n

C(w,b) = % > (fup(xi) — z:)? (21)

i=1

ce conduce la rezolvarea ecuatiilor normale aplicand metoda
gradient.
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Obiectiv: antrenare vs. testare

Datele de intrare se mai numesc si date de antrenare.

Parcurgerea intregului set de date in timpul antrenarii reprezinta o
epocd. Repetarea antrendrii implica mai multe epoci ce duc la
scaderea suplimentara a erorii.

Un numar mic de epoci conduce la o oprire prematura ce oferd o
aproximare suboptimald (undertraining). Numa3rul excesiv de epoci
duce la fenomenul de supraspecialiazre (overtraining).

La finalul antrenarii este pastrat un set separat de date de intrare
numit set de testare. In cazul suboptimal, testarea va indica erori
ridicate de aproximare. La fel si in cazul supraspecializarii datorita
lipsei capacitatii de generalizare a modelului.



Scenariu antrenare vs. testare

Error
Testing error

/

Stop training

Training error

Epochs

Undertraining Overtraining




Minimizarea erorii




Metoda gradient




Neuroni artificiali

Definitie

Un neuron artificial (sau abstract) este cvadrupul (x,w,p,y) unde
X reprezintd intrarile xo, . .. ,x, si w ponderile asociate (cu

xo = —1 intrarea asociatd bias-ului wo = b), iar ¢ este functia de
activare care produce iesirea y = p(w ' x) = p(x"w).

» intrdrile reprezintd nodurile (verticele)
» ponderile reprezinta muchiile

» neuronul este Tmpartit in unitatea de calcul X si functia de
activare (sau primitivd) ¢.
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Schema neuroni




Neuroni: perceptron

Perceptronul este un neuron artificial cu intrare binard x; € {0,1}
si cu functie de activare Heaviside (treapt3):

=11 se 22)

4

lesirea perceptronului poate fi interpretata drept un operator de
thresholding:

0, w/'x<b

23
L,wix>b (23)

p—

ce ne duce cu gandul la functia de hinge-loss folosita la SVM. @’



Perceptron: hiperplan




Perceptron: Sl logic

Plecand de la tabelul de adevar al functiei boolene SI:

Xy | X2 | Yy =X1/A\X
0|0 0
0|1 0
110 0
1)1 1

cum putem modela operatia cu ajutorul unui perceptron?




Perceptron: Sl logic

Plecand de la tabelul de adevar al functiei boolene SI:

X1 | Xo | Yy =Xx1/\ X
0|0 0
011 0
110 0
111 1

cum putem modela operatia cu ajutorul unui perceptron?

Solutie: doua intrdri x; 2 € {0,1} cu ponderile wy > =1 si

b= —1,5 ($i Xo = —1).

yzw(X1+X2—1a5):{

0, x1 +x < 1,5
1, x1+x >1,5




Perceptron: implementare Sl logic




Perceptron: Sl logic




Perceptron: SAU logic

Plecand de la tabelul de adevar al functiei boolene SAU:

X1 | X |y=x1VX
0|0 0
0|1 1
110 1
1)1 1

cum putem modela operatia cu ajutorul unui perceptron?




Perceptron: SAU logic

Plecand de la tabelul de adevar al functiei boolene SAU:

X1 | X2 | Yy=x1V X
0|0 0
011 1
110 1
111 1

cum putem modela operatia cu ajutorul unui perceptron?

Solutie: doua intrdri x; 2 € {0,1} cu ponderile wy > =1 si

b= —0,5 ($i Xo = —1).

y:ﬂﬁ+&—Q®={

0, x1 +x < 0,5
1, x1+x >0,5




Perceptron: implementare SAU logic




Perceptron: SAU logic

[x,+x,=0.5]

(0,0)° *(0,1)
[x,+x,<0. 5\/




Perceptron: problema XOR

Cum modeldm operatia booleand XOR cu un perceptron?

(0,1) (1,1)

.0 (o)




Perceptron: problema gruparii (clustering)

Extinderea problemei de separare catre problema generald de
clasificare duce la acceptarea intrdrilor de tip real x € [0, 1].

Pentru cazul n = 2 cu doua clase ¢; si ¢ avem:

0, (x1,x%) € a

z(x1,x) = { (26)

15 (XlaXZ) €

iar dacd cele doud clase pot fi despartite de o line (in p3tratul
unitate) atunci un pereceptron poate modela corect functia z.




Perceptron: exemplu clustering

height (in)
K: . . ‘
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® o000 ®
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@ D
8 - ®e
® ©
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] | N
& B
g -
]
T T T T T X,
6 8 10 12 14 shoe size

Modelati o astfel de solutie folosind un perceptron!



Clasificare signum




Clasificare softmax

)" yl:SOﬁmax(ul,uz)l
: >—. y2=50ﬁnm(u,,u2)2




O alt3 relaxare a perceptronului priveste iesirea.

Inloc s3 emit3 starile 0 sau 1, dorim ca neuronul sa ofere o plaja
continud y € (0, 1) astfel incat iesirea sd capete rol de probabilitate
sau de verosimilitatea asumarii unei decizii ponderate.

Definitie

Un neuron sigmoid este alcatuit dintr-o unitate de calcul ce are
asociata functia de activare logistica o.

Astfel iesirea neuronului este un numar in intervalul (0, 1):

1
_ T, _ —
y=owTx—b) = s (27)
Daca inlocuim functia cu varianta parametrizata o si acordam lui
c valori suficient de mari, atunci iesirea neuronului sigmoid este
echivalentd cu cea a perceptronului (demonstrati!).



Retele neuronale

Retelele neuronale sunt formate din mai multe starturi de neuroni a
cdror iesire este conectatd la alte straturi de neuroni.

Definitie
Legaturile dintre neuroni, denumite si muchii sau sinapse, au

O

asociate cate o pondere w;;” unde:

| \

» (¢) — indicele stratului destinatie

» | — reprezintd neuronul surs3 din stratul £ — 1

» j — reprezintd neuronul destinatie din stratul ¢

A\

Stratul O reprezinta intrarea modelului, notatd cu x anterior, si cu

x(©) n cazul retelelor neuronale.

Stratul L reprezint3 iesirea modelului, notatd cu y anterior, si cu
x(£) in cazul retelelor neuronale.




Exemplu didactic: perceptroni multiplii

(2) — 7,(2)
Wo =b;

— .2
Y=x
network output
third neuron

second neuron




Exemplu didactic: relatii Tntre straturi

Notam cu s( ) semnalul din perceptronul / din stratul £.
Pentru primul perceptron din primul strat:

S§1) :W(l)T o) _ él) (0 )+ W(1) (0) + w2(1)x2(0)
(1) (1) 1)T_(0) (28)
yi=x3 =¢(s’)=p(w  x)
Pentru cel de-al doilea perceptron din primul strat:
Sél) :W2(1)TX(0) — é;)xéo)+ (1) (0)+W2(;)X2(0) (29)

2 =35 = (i) = (i) x “)

In form3 matricial3:

s — pWT(0) . (1) — 90(5(1)) - SO(W(I)TX(O)) (30)



Exemplu didactic: relatii Tntre straturi

Neuronul din stratul al doilea:

D) g _ y@T 0 _ @0 0.0 00

y=x7 =p(s?)) = (W)
(31)
Astfel iesirea este o Tnlantuire:

x®) =y = oW T oW X)) (32)

Ce se Intdmpl3 dacd p(x) = x?
Dar dacd ¢(x) = H(x)?




Exemplu didactic: reteaua neuronala rezultata




Retea cu 3 nivele







Retele: variatia totala

Capacitatea de generalizare a retelelor neuronale depinde de
sensibilitatea iesirii la perturbatiile de la intrare.

Fixam ponderile w si calculam iterativ variatiile iesirii datorate
unor diferente mici aplicate intr3rii x(©):

Cdy o dy ds@® g
V=309 = @ @™
dy ds® dx® 1)
= 33
35@ dxD 5@ (33)
_ dy ds@ dx(®) dsM) 1O
15@ dx@ ds@ dx(©

De unde, derivand fiecare termen in parte ajungem la:
dy = ¢'(s@)wT o/ (sMYyWMT qx©) (34)

Concluzie: dy depinde strict de ponderile w®, Le mentinem mici
prin regularizare: HW(Z)le <1




Proprietatea de generalizare




Retele: antrenarea

Antrenarea retelelor neuronale se face in doi pasi:
» pasul Thainte sau pasul de propagare
P pasul Thapoi sau pasul de retropropagare

Propragare:
» ponderile w sunt fixate
» calculdm iesirea fiecdrui neuron n functie de intrare
50 = () = (w51
» mergem de la primul strat catre ultimul pentru a determina
iesirea retelei y = x() unde L este num3rul total de straturi

Retropropagare:
> iesirile fiecdrui neuron sunt fixate
> fiecare pondere este calculatd dinspre ultimul strat catre

primul
» gradientul calculat in stratul ¢ este necesar calcularii @’
gradientului stratului £ —1



Retropropragare: arborele de dependente

C
e
/N
5(11) S(;)
/NN
0 (0) (0) (0)




Retele: retropropagare

Retropropragarea pleaca de la ultimul strat si calculeaza gradientul
costului C in functie de fiecare pondere W,-S-Z) din retea.

Observam ca ponderea W,-S-Z)
neuronul j din stratul £ participand la semnalul sf si la nici un alt
semnal din stratul /.

uneste neuronul i din stratul £ — 1 de

(e)
7 ‘ ‘ j i
Ow; Os;” Ow;;
pentru ca
PR PG
j (), (6=1) _  (£-1)
P ORPN0) 2 WX =
Wi Wij k=1 (36)
0 _ oC

I 5.0
unde am notat cu d) num3rul de neuroni de pe strartul £.



Retropropagare: calculul ¢

Pornind cu costul C din ultimul strat L
4

=35 (0 -2)" = F - = Fets - om)
unde

1 L 2

3 It =l = 53 (ot -2)
avem oC -

i =y = 6 =2 (") (3)

J

Observam c3a semnalul s}z_l) din stratul ¢ — 1 afecteazi toate
semnalele sj(g) caul<j< d.

(£) (¢) l
S0 oC :dz oC 85() d§:5 85()
i P { s PROPY (e 1)

1




Retropropagare: calculul ¢

Calculam sensitivitatea semnalului din stratul ¢ fatd de stratul

precedent:
Os; “ o I (0, (=1
ds (z 1) (e 1) Z J
d“ Y (40)

4
(Zl)z ()

=w,-§-“so'(s,-“ Y)

(6=1).

si reintroducem in formula lui ¢;

d)
(e-1) _ (€-1) 0 (0
o; =¢'(s; ) Z 0; Wi

J=1




Retele: algoritm GD

Retelele neuronale sunt antrenate pe setul de date alcatuit din n
puncte astfel incat la final ponderile optime w sunt:

w(n+1) = wi(n) — a6l (m)x{"D(n) (42)

unde « € R este rata de nvatare si (5@) = 88
e

DR
)

Observam ca x( ) si 5( ) depind de ponderil W( obtinute la pasul

anterior n.




Retele: matricizare

Scrierea compacta in forma matriciald devine:

XZ — (,O( W(Z)Tx(e—l)) (43)

ot =(xP —2) o ¢/(s1) (44)
51 — W(Z)5(€) o) SDI(S(Z—I)) (45)
8€VC('Z) = x(=)5OT (46)

unde © este produsul Hadamard a doi vectori i.e. (a® b); = a;b;.




. problema plafonarii gradientului

» fie un semnal x cu magnitudine mare

v

in acest caz anumite functii de activare satureaza rapid
gradientul 6;

P gradientul este micsorat ceea ce conduce la pasi de gradient
mici

» pasii mici de gradient conduc la o convergenta lent3

v

dac3 pasii devin aproape nuli, apare fenomenul de plafonare

P functia logistica standard este o astfel de functie




Retele: mini-loturi

P rare ori putem antrena pe toate datele din setul de date
deodatd (i.e. sd folosim matrice de dimenisinui mari la intrare)

» dacd folosim cate un singur punct la intrare metoda GD
converge lent

» compromis: folosim loturi de puncte (i.e. blocuri mici din
matricea mare)

P varianta: alegem aleator puncte din setul de date si calculam
gradientii pe fiecare directie dupa care facem o medie —
denumit n practica Stochastic Gradient Descent (SGD)
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