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@ Subspatii liniare

@ Matrice. Operatii elementare. Proprietati
@ Sisteme de ecuatii liniare patratice

@ Algoritmi de rezolvare a SL patratice

@ Ortogonalitate. Sisteme generale
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Subspatiu Liniar

O multime S de vectori din R” este numita subspatiu liniar al spatiului R”
daca:

@ x+yeSVx,yeS§
@ axe S,Vxe S,aeR
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Subspatiu Liniar

O multime S de vectori din R” este numita subspatiu liniar al spatiului R”
daca: (i) x+y e S,vx,y € S;(ii)ax € §,¥x e S,aeR
Exemple:

@ inR:axareald S={x R}

Geogebra.org
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Subspatiu Liniar

O multime S de vectori din R” este numita subspatiu liniar al spatiului R”
daca: (i) x+y e S,vx,y € S;(ii)ax € §,¥x e S,aeR
Exemple:

@ inR:axareald S={x R}
@ inR2:dreapta S = {x € R? : xy + 2xo = 0}

Geogebra.org
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Subspatiu Liniar

O multime S de vectori din R” este numita subspatiu liniar al spatiului R”
daca: (i) x+y e S,vx,y € S;(ii)ax € §,¥x e S,aeR
Exemple:

@ inR:axareald S={x R}
@ inR?:dreapta S = {x € R?: xy +2x, = 0}
@ inR3:plan S={xcR3: xy — xp = 0}

Geogebra.org
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Subspatiu Liniar

O multime S de vectori din R” este numita subspatiu liniar al spatiului R”
daca: (i) x+y e S,vx,y € S;(ii)ax € §,¥x e S,aeR
Exemple:

@ inR:axareald S={x R}

@ inR2:dreapta S = {x € R? : xy + 2xo = 0}

@ inR3:plan S={xcR3: xy — xp = 0}

@ inR": subspatiu S= {x € R": Bx =0}, unde B € R™<"

Geogebra.org
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Subspatiu Liniar

O multime S de vectori din R"” este numita subspatiu liniar al spatiului R”
daca:

@ x+yeSVx,yeS§
@ axe S Vxe S, aeR
Exemple:
@ inR:axarealda S ={x e R}
@ inR2:dreapta S = {x € R? : x; + 2xo = 0}
@ inR3:plan S={xcR3: x; — x, =0}
@ inR": subspatiu S = {x € R": Ax =0}, unde A € R™*"

Combinatiile liniare ale vectorilor B = {by, bo,--- , by} genereaza un
subspatiu liniar!
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Subspatiu Liniar

O multime B de vectori din R" este numita baza al spatiului S C R" daca:
@ elementele din B sunt liniar independente

@ Bgenereaza S

Exemple:

o = {xerrnall] aer) saws—som{[1]}
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Subspatiu Liniar

O multime B de vectori din R" este numita baza al spatiului S C R" daca:
@ elementele din B sunt liniar independente

@ Bgenereaza S

Exemple:
o S:{XER”:x:am ,aeR} sauS:span{M}
@ S={xeR": X=a1bi +---apbp,a € RP} sau S = span{by,--- , by}
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Subspatiu Liniar

O multime B de vectori din R" este numita baza al spatiului S C R" daca:
@ elementele din B sunt liniar independente

@ Bgenereaza S

Exemple:
o S:{XER”:x:am,aeR} sauS:span{M}
@ S={xeR": X=a1bi +---apbp,a € RP} sau S = span{by,--- , by}
@ {ey,- -, ey} baza (canonica) pentru spatiul R”
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Subspatiu Liniar

Dimensiunea subspatiului S C R"” = numarul de vectori din baza (nr. maxim
de vectori liniar independenti)

Exemple:

@ S= {x ER": x =« m ,0LE R} => Dimensiune Dim(S) = 1
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Subspatiu Liniar

Dimensiunea subspatiului S C R"” = numarul de vectori din baza (nr. maxim
de vectori liniar independenti)

Exemple:
@ S= {x ER": x =« m ,0LE R} => Dimensiune Dim(S) = 1

@ S={xeR": X=a1bi +---apbp,a € RP} => Dim(S) =p
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Norme

in orice (sub)spatiu este necesara o metrica de masura a distantelor

Multe probleme de calcul numeric si invatare automata se formuleaza in
termeni de distante:

@ SVM, CMMP: Care este cel mai "apropiat” punct ce apartine unei
multimi?
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Norme

in orice (sub)spatiu este necesara o metrica de masura a distantelor

Multe probleme de calcul numeric si invatare automata se formuleaza in
termeni de distante:

@ SVM, CMMP: Care este cel mai "apropiat” punct ce apartine unei
multimi?

@ Regresie liniara: Care este functia liniara care explica cel mai bine un
set de date? (minimizeaza "distanta” de la model la fiecare punct dat)
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@ Subspatii liniare.

@ Matrice. Operatii elementare. Proprietati
@ Sisteme de ecuatii liniare patratice

@ Algoritmi de rezolvare a SL patratice

@ Ortogonalitate. Sisteme generale
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O matrice A € R™*" reprezinta un tablou bidimensional de numere reale de
forma:

aiy @2 - an

a  axp - a2
A p—

ami Amz - amn

@ daca m = n atunci A este matrice patrata
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O matrice A € R™*" reprezinta un tablou bidimensional de numere reale de
forma:

aiy @2 - an

a  axp - a2
A p—

ami Amz - amn

@ daca m = n atunci A este matrice patrata

@ A patrata = diagonala principala este muliimea pozitiilor pentru care
i=j
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O matrice A € R™*" reprezinta un tablou bidimensional de numere reale de
forma:

aiy @2 - an

a  axp - a2
A p—

ami Amz - amn

@ daca m = n atunci A este matrice patrata

@ A patrata = diagonala principala este muliimea pozitiilor pentru care
i=j
(] C:A+B<:>c,-,-:a,-j+b,-j
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O matrice A € R™*" reprezinta un tablou bidimensional de numere reale de
forma:

aiy @2 - an

a  axp - a2
A p—

ami Amz - amn

@ daca m = n atunci A este matrice patrata

@ A patrata = diagonala principala este muliimea pozitiilor pentru care
i=j
(] C:A+B<:>c,-,-:a,-j+b,-j

@ C=0As =g
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O matrice A € R™*" reprezinta un tablou bidimensional de numere reale de
forma:

aiy @2 - an

a  axp - a2
A p—

ami Amz - amn

@ daca m = n atunci A este matrice patrata

@ A patrata = diagonala principala este muliimea pozitiilor pentru care
=]

@ C=A+B&cj=a;+ b

@ C=0As =g

@ Transpusa B:= A” & b; = a;
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Matrice. Subspatii asociate

O matrice A € R™*" genereaza subspatiile:
@ Imaginea matricii A: Im(A) = {y € R™: 3x € R" astfel incat y = Ax}
e rang(A) = dim(Im(A))
e Im <ED = {x ER?: x=a H ,a € R} — dimensiune?
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Matrice. Subspatii asociate

O matrice A € R™*" genereaza subspatiile:
@ Imaginea matricii A: Im(A) = {y € R™: 3x € R" astfel incat y = Ax}
e rang(A) = dim(Im(A))

° Imd;D = {xeR2; X=u« H 7aeR} — dimensiune?

@ Nucleul matricii A: Ker(A) = {x e R": Ax =0}
o exemplu: Ker ([1 2]):={xeR?: xy+2x, =0}
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Matrice. Subspatii asociate

O matrice A € R™*" genereaza subspatiile:
@ Imaginea matricii A: Im(A) = {y € R™: 3x € R" astfel incat y = Ax}
e rang(A) = dim(Im(A))

° /m({;D = {XGRz: X=a« {;} ,aER} — dimensiune?

@ Nucleul matricii A: Ker(A) = {x e R": Ax =0}
o exemplu: Ker ([1 2]) :={x€R2: x; +2x, =0}

sl =<7
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Matrice. Subspatii asociate

O matrice A € R™*" genereaza subspatiile:
@ Imaginea matricii A: Im(A) = {y € R™: 3x € R" astfel incat y = Ax}
e rang(A) = dim(Im(A))
e Im (ED = {x €ER?: x=a m ,a € R} — dimensiune?
@ Nucleul matricii A: Ker(A) = {x e R": Ax =0}
o exemplu: Ker ([1 2]) :={xeR?: xy+2x, =0}
Teorema. Im(A) L Ker(AT) si orice x € R™ se decompune

X=u+v,ucim(A),v e Ker(AT)
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Produs matrice-vector

O matrice A € R™*" reprezinta un tablou bidimensional de numere reale de
forma:

ain a2 -+ ain
a ax - a2

A= . . ol =[a a - a
ami ame ©++  8mn

@ daca Ac R™"gix c R"
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Produs matrice-vector

O matrice A € R™*" reprezinta un tablou bidimensional de numere reale de
forma:

ain a2 -+ ain
a ax - a2

A= . . ol =[a a - a
ami ame ©++  8mn

@ daca Ac R™"gix c R"

n
@ Produs M-V: y = Ax =} a;x;
j=1
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Produs matrice-vector

O matrice A € R™*" reprezinta un tablou bidimensional de numere reale de
forma:

ayr a2 -+ Ain X4
aoq Ao aon X
y=Ax:= . 2
am  amz amn Xn

Algorithm GAXPY (A, x,y)
1.Pentru i=1:m
1.Pentru j=1:n
1. yi=Yyi+aX
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Matrici structurate

@ Triunghiulare
@ Hessenberg

@ Diagonale - Bidiagonale - Tridiagonale

@ U superior triunghiulara uj = 0 pentru j < i

Uyn Uiz -+ Ui
0 ux -+ U
0 0 -+ Upn

@ L inferior triunghiulara /; = 0 pentru j > i

hi 0 --- O
bi by --- 0
/n1 ln2 /nn
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Matrici structurate

@ H superior Hessenberg h; = 0 pentru j < i —1:

hiy hiz2 -+ hip—1 hig
hoy  hoo -+ hop—1  hop
0 h -+ hapq h3py
0 0 e hnn—1 hnn

@ H inferior Hessenberg h; = 0 pentru /i < j — 1:

hi1 hi2 o - 0
hoy hoo hoz - 0
ho—11 hp—12 Apc1s oo+ hain
hn1 hn2 hn3 e hnn
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Matrici structurate

@ D matrice diagonala dj = 0 pentru j # i
@ B matrice bidiagonala :

b1 b2 0 0 by 0 O 0
0 b bes 0 b2y b2 O 0
0 0 bn—1n—1 bn—1n 0 0 bn—1n—1 0
0 0 O bnn 0 0 bnn_1 bnn
@ T tridiagonala:

t11 t12 0 0

by o Ibs 0

0 0 tn—1n—1 Z‘n—1n

0 O

tnn71 tnn
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@ Subspatii liniare. Produs scalar. Norme
@ Matrice. Operatii elementare. Proprietati
@ Sisteme de ecuatii liniare patratice

@ Algoritmi de rezolvare a SL patratice

@ Ortogonalitate. Sisteme generale
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Sisteme de ecuatii liniare

Un sistem de m ecuatii cu n necunoscute are forma:

a1171 + @122 + ... + G1pTn = b
ag1®1 +azta+ ...+ = b
Am1T] £l Am2T2 e Iy AmnTn = bm

Forma matriceala
Ax = b,

unde A este matricea coeficientilor, x vector necunoscutelor, b termen liber

ay @z - an by

81 d» -+ ap b
A= . ) .|, b=

am1 amz -+ amn bm
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Sisteme de ecuatii liniare

Sistemul
Ax=b

@ Subdeterminat: m < n, posibil o infinitate de solutii
@ Determinat: m = n, adesea solutie unica
@ Supradeterminat: m > n, adesea nu are solutie

Teorema. Sistemul Ax = b are solutie daca si numai daca b € Im(A).

Y3

b ImA

belmA

RN

Y2
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Sisteme de ecuatii liniare

10

e |1
Exemplu: F|eA_[0 11

] b= [ﬂ atunci Ax = b este

X1 +x2=0
Xo + x3 = 0.

@ O solutie particulara: x =

1
1
0

1+«
@ Multimea tuturor solutiilor: X = ¢ x = [1—«a| ,a € R

[e%
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Solvabilitate

Notiuni legate de solvabilitatea unui sistem liniar patratic:

@ Asingulara = neinversabila — exemplu: [; i]

@ Anesingulard = inversabila — AA~" = A"TA= |,
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Solvabilitate

Notiuni legate de solvabilitatea unui sistem liniar patratic:

@ Asingulara = neinversabila — exemplu: [; i]

@ Anesingulard = inversabila — AA~" = A"TA= |,
@ in alte forme:

@ det(A)=0

@ coloane liniar dependente

@ Nucleu Ker(A) nenul
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Solvabilitate

Notiuni legate de solvabilitatea unui sistem liniar patratic:

@ Asingulara = neinversabila — exemplu: [; i]

@ Anesingulard = inversabila — AA~" = A"TA= |,
@ in alte forme:

@ det(A)=0
@ coloane liniar dependente
@ Nucleu Ker(A) nenul

@ Rang = numar maxim de coloane liniar independente
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Solvabilitate

Notiuni legate de solvabilitatea unui sistem liniar patratic:

@ Asingulara = neinversabila — exemplu: [; i]

@ Anesingulard = inversabila — AA~" = A"TA= |,
@ in alte forme:

@ det(A)=0
@ coloane liniar dependente
@ Nucleu Ker(A) nenul

@ Rang = numar maxim de coloane liniar independente

@ Matricile singulare au rang < n, i.e. fie o infinitate de solutii, fie fa ra
solutie
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Sisteme de ecuatii liniare

Teorema. Daca A € R™" atunci sistemul are solutie unica daca si numai
daca:
x=A"h.

@ Nu este o formuld adecvata calculului numeric (vrem sa evitam A~1)
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Sisteme de ecuatii liniare

Teorema. Daca A € R™" atunci sistemul are solutie unica daca si numai
daca:
x=A"h.
@ Nu este o formuld adecvata calculului numeric (vrem sa evitam A~1)

@ In general, existenta unei soluiii este dificil de determinat
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Caz diagonal

Matricea A diagonala:
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Caz diagonal

Matricea A diagonala:

1 00 X1 1
0 20 Xo| = 1
0 0 2 X3 1
Echivalent:
xy =1
2X2:1
2X3:1
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Caz diagonal

Matricea A diagonala:

Echivalent:

X1 =1
2X2 =1
2x3 =1

Rezolvare:
X1 = 1
Xo = 1/2
X3 = 1/2
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Caz diagonal

Matricea A diagonala:

Echivalent:
x1 =1
2x, =1
2x3 =1

In general, pentru A € R™*" diagonala observam ca:

@ A; # 0 este necesar pentru solutie unica
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Caz diagonal

Matricea A diagonala:

Echivalent:
X1 = 1
2X2 =1
2X3 =1

In general, pentru A € R™*" diagonala observam ca:
@ A; # 0 este necesar pentru solutie unica

@ Complexitate algoritm:
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Caz diagonal

Matricea A diagonala:

Echivalent:
x1 =1
2x, =1
2x3 =1

In general, pentru A € R™*" diagonala observam ca:
@ A; # 0 este necesar pentru solutie unica
@ Complexitate algoritm:
@ O(n)
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Caz bidiagonal

Matricea A (superior) bidiagonala:

1 1 0 |x 1
0 2 3 Xo| = |1
0 0 2 X3 1
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Caz bidiagonal

Matricea A (superior) bidiagonala:

1 1 0| [x 1
0 2 3 Xo| = 1
0 0 2 X3 1

Echivalent:
X{ + Xo = 1
2Xo + 3x3 =1
2X3 =1
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Caz bidiagonal

Matricea A (superior) bidiagonala:

1 1 0 |x 1
0 2 3 Xo| = 1
0 0 2 X3 1
Echivalent:
X1+ X =1
2X> +3x3 =1

Pas 1: x3 = }
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Caz bidiagonal

Matricea A (superior) bidiagonala:

1 1 0| [x 1
0 2 3 Xo| = 1
0 0 2| |xs 1

Echivalent:
X{ + Xo = 1
2x2 +3x3 =1
2X3 =1

Pas 1: x5 =}
Pas 2: 2x> + 3x3 = 1
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Caz bidiagonal

Matricea A (superior) bidiagonala:

1 1 0] [x 1
0 2 3 Xo| = 1
0 0 2 X3 1

Echivalent:
X1+ X0 =1
2X> +3x3 =1
2X3 =1

Pas1: x3 = }

Pas 2: 2x> + 3x3 = 1 —>x2:—%
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Caz bidiagonal

Matricea A (superior) bidiagonala:

1 1 0| [x 1
0 2 3 Xo| = 1
0 0 2 X3 1

Echivalent:
Xy +Xx0 =1
2x +3x3 =1
2X3 =1
Pas1: x5 =%

Pas2: 2% +3x3=1 = x, = —}
Pas 3: x1 + xo = 1
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Caz bidiagonal

Matricea A (superior) bidiagonala:

1 1 0| [x 1
0 2 3 Xo| = 1
0 0 2 X3 1

Echivalent:
Xy + X =1
2X2 +3x3 =1
2X3 =1

Pas 1: x3 =}
Pas2:2x, +3x3=1 = Xxo = —

Pas3: X +X=1—x =2
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Caz bidiagonal general

Matricea A (superior) bidiagonala:

an am 0 .- 0 0 X1 by
0 8o 8oz --- 0 0 X2 b2
0 0 O - an1n-1 an—1n| |Xn—1 bn1
0 0 0 . e O an71n Xn bn
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Caz bidiagonal general

Matricea A (superior) bidiagonala:

ai1  aie 0 cee 0 0 Xq b1
0 Qo a3z - 0 0 X2 bo
0 0 0 - an—in—1 an—1n| [Xn-1 b1
0 0 0 M 0 an_1n Xn bn

Echivalent:

a1 xy + aexe = by
8ooXo + ap3Xz = by
a3zXs + azaXs = bs

an—1nXn = b
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Caz bidiagonal general

Matricea A (superior) bidiagonala:

air  ae 0 cee 0 0 X1 b1
0 a22 a23 ... 0 O X2 b2
0 0 O - an1n-1 an—1n| |Xn—1 by
o o o0 -- 0 an_1n Xn bn

Algorithm BDTris(A, b):
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Caz bidiagonal general

Matricea A (superior) bidiagonala:

air  ae 0 s 0 0 X1 b1
0 o a3z - 0 0 X2 bo
0 0 O - an1n-1 an—1n| |Xn—1 by
o o o0 -- 0 an—1n Xn bn

Algorithm BDTris(A, b):
1. x .= b,Xn = Xn/ann
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Caz bidiagonal general

Matricea A (superior) bidiagonala:

a11  aie 0 cee 0 0 Xq b1
0 322 323 e 0 O X2 b2
0 0 O - an1n-1 an—1n| |Xn—1 bn—1
0 0 o - 0 an—1n Xn bn

Algorithm BDTris(A, b):
1. x .= b,Xn = Xn/ann
2.Pentru i =n—-1:-1:1
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Caz bidiagonal general

Matricea A (superior) bidiagonala:

ai1  aie 0 e 0 0 X1 b1
0 oo do3 - 0 0 X2 b2
0 0 0 - @nint &n1n| |Xn—1 by
0 0 0 M O an71n Xn bn

Algorithm BDTris(A, b):
1. X := b, Xp = Xn/am
2.Pentru i=n—-1:-1:1
1. X = Xi — @jip1Xi41
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Caz bidiagonal general

Matricea A (superior) bidiagonala:

anq a2 0 .- 0 0 X by
0 ap a3 - 0 0 X2 b
0 0 0 - ap1n—1 an—1n| [Xn-1 by
0 0 0 [ O an71n Xn bn

Algorithm BDTris(A, b):
1. X := b, Xn = Xn/am
2.Pentru i=n—-1:-1:1
1. X; = X; — @jit1Xi41
2. X; = x,-/a,-,-
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Caz triunghiular

Matricea A (superior) triunghiulara:

1T 1 1 |x 1
0 2 3 Xo| = |1
0 0 2 X3 1
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Caz triunghiular

Matricea A (superior) triunghiulara:
11 1] [x 1
0 2 3 Xo| = 1
0 0 2 X3 1

Xy +Xo+ X3 =1
2Xo +3x3 =1
2X3:1

Echivalent:
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Caz triunghiular

Matricea A (superior) triunghiulara:
11 1] [x 1
0 2 3 Xo| = 1
0 0 2 X3 1

X1+ X+ x3 =1
2Xo +3x3 =1
2X3:1

Echivalent:

Pas 1: x3 = }
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Caz triunghiular

Matricea A (superior) triunghiulara:
11 1] [x 1
0 2 3 Xo| = 1
0 0 2| |x3 1

X1+ X+ x3=1
2X> +3x3 =1
2X3:1

Echivalent:

Pas 1: x5 =}
Pas 2: 2x> + 3x3 = 1
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Caz triunghiular

Matricea A (superior) triunghiulara:
11 1] [x 1
0 2 3 Xo| = 1
0 0 2 X3 1

Xy +Xo+ X3 =1
2Xo +3x3 =1
2X3:1

Echivalent:

Pas1: x3 = }
Pas 2: 2x> + 3x3 = 1 —>x2:—%
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Caz triunghiular

Matricea A (superior) triunghiulara:
11 1] [x 1
0 2 3 Xo| = 1
0 0 2 X3 1

X1+ X+ x3 =1
2Xo +3x3 =1
2X3:1

Echivalent:

Pas 1: x5 =}
Pas2:2x, +3x3=1 — Xxo = —
Pas 3: x1 + xo + x3 = 1
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Caz triunghiular

Matricea A (superior) triunghiulara:
11 1] [x
0 2 3 Xo
0 0 2 X3

X1—|—X2—|—X3:1

|
| —|
—_ -
—_

Echivalent:

2xp + 3x3 =1
2x3 =1
Pas 1: x3 = }
Pas 2: 2X2—|—3X3:1 —)Xg:—%
P3832X1—|—X2—|—x3:1 — X1 :%
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Sisteme liniare triunghiulare

Exista instante foarte simple de SL patratice: sistem triunghiulare!
Distingem:

@ A= U superior triunghiulara u; = 0 pentru j < i:

Ut Uiz - Uin| [X4 by
0 wup -+ Uop| [X b2
O O e Unn Xn bn

@ A = Linferior triunghiulara /l; = 0 pentru j > i

hy 0 --- O X1 b
b1 by - 0] |X - b2
It l2 - ] [Xn bn
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Sisteme liniare triunghiulare

Exista instante foarte simple de SL patratice: sistem triunghiulare!
Distingem: A = L inferior triunghiulara /; = 0 pentru j > i

hi 0 - 0] [x by

121 122 v 0 X2 b2

It he - | [ Xn by
by

@ Observameca: x; = 2+

= Iy
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Sisteme liniare triunghiulare

Exista instante foarte simple de SL patratice: sistem triunghiulare!
Distingem: A = L inferior triunghiulara /; = 0 pentru j > i

hi 0 -+ 0 Xq by
121 122 v 0 X2 b2
It I - Xn bn
@ Observam ca: x; = %
@ Daca se cunosc xq,--- , Xj_1 atunci :
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Algoritm LTRIS

Algorithm LTRIS(L, b)
1.x:=b
2.Pentru i=1:n
1.Pentru j=1:/—1
1. x;=x;— /,/Xj
2. xi = X/l

@ La fiecare pas al buclei necesita 2(i — 1) flopi
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Algoritm LTRIS

Algorithm LTRIS(L, b)
1.x:=b
2.Pentru i=1:n
1.Pentru j=1:/—1
1. x;=x;— /,/X]
2. xi = X/l

@ La fiecare pas al buclei necesita 2(i — 1) flopi

@ Complexitate: O (n?) (comparativ cazul general O (n®))
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Algoritm LTRIS

Algorithm LTRIS(L, b)
1.x:=b
2.Pentru i=1:n
1.Pentru j=1:/—1
1. x;=x;— /,/X]
2. xi = X/l

@ La fiecare pas al buclei necesita 2(i — 1) flopi
@ Complexitate: O (n?) (comparativ cazul general O (n?))

@ Exercitiu: Scrieti pseudocodul alg. UTRIS
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Algoritm LTRIS

Algorithm LTRIS(L, b)
1.x:=b
2.Pentru i=1:n
1.Pentru j=1:/—1
1. x;=x;— /,/X]
2. xi = X/l

@ La fiecare pas al buclei necesita 2(i — 1) flopi
@ Complexitate: O (n?) (comparativ cazul general O (n?))
@ Exercitiu: Scrieti pseudocodul alg. UTRIS

@ Idee: Putem reduce un sistem general la unul simplu (e.g. triunghiular)?
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Subspatii liniare. Produs scalar. Norme

Matrice. Operatii elementare. Proprietati

°
°

@ Sisteme de ecuatii liniare patratice

@ Algoritmi de rezolvare a SL patratice
°

Ortogonalitate. Sisteme generale
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Triangularizare

Scop: echivalarea sistemului generic
Ax=0>b
printr-un numar finit de transformari, cu un sistem triunghiular

Ux=b»b
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Triangularizare

Scop: echivalarea sistemului generic

Ax

b

printr-un numar finit de transformari, cu un sistem triunghiular

2
Pornind de la sistemul initial: | 4

—2

succesiv coloanele lui A pentru a obtine form

Ui U2
0 ux
0 0

Ux=>b
4 2]
9 -3
-3 7]
a.
| [x1]
Uz | | X2
Uzz| | X3

X1 2
Xxo| = | 8 | triangularizam
X3 10
by
= |t
b,
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Triangularizare

Scop: echivalarea sistemului generic

Ax=0>b
printr-un numar finit de transformari, cu un sistem triunghiular
Ux=b
2 4 2] [x 2
Pornind de la sistemul initial: | 4 9 —-3| |x2| = | 8 | triangularizam

-2 -3 7 X3 10

succesiv coloanele lui A pentru a obtine forma:

Ui U2 Uiz [ X4 b
0 U Ux| [Xe| = [bo
0 0 Us3 X3 by

Problema se reduce la ga sirea unei transformari elementare M care
produce O—uri subdiagonale in coloana a;, i.e.

ai ai
a| — Ma1 = 0
as 0
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Triangularizare - exemplu
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Triangularizare - exemplu

2
e a1=|4
-2
100 0 1 0 0
.Mﬂ_[o 1 o]—;[4][1 0 o]_[—z 1 o]
0 0 1 -2 1 0 1
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Triangularizare - exemplu

2
e a1=|4
-2
10 0 0 1 00
.Mﬂ_[o 1 0]—;[4][1 0 o]_[—z 1 o]
0 0 1 -2 1 0 1
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Triangularizare - exemplu
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Triangularizare - exemplu

2
e a1=|4
-2
100 0 1 0 O
.Mm_[o 1 o]-1[o][o 1 o]_{o 1 o]
0 0 1 -2 0 1/2 1
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Triangularizare - exemplu

2
e a1=|4
-2
10 0 0 1 0 O
oM21_[O 1 o]-l[o][o 1 o]_{o 1 o]
0 0 1 -2 0 1/2 1
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Transformari elementare

Definitie. Transformare inferior triunghiulara elementara (ITE) de ordin n si
indice k are forma:
My = I, — mye]
unde
me=1[0 0 -+ O jup1k -+ ik
are primele k elemente nenule.

1 10 0 0
0 1 0 0
My, = 0O 0 ... il 0
0o 0 ... —ME+1.k 0
s o 0
L0 0 ... — ik |
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Transformari elementare

Proprietati ale matricilor de transformare ITE:

@ My este inversabild si M, ' = I, + mye]
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Transformari elementare

Proprietati ale matricilor de transformare ITE:
@ M este inversabila si M, ' = I, + me]

X; pentrui=1:k

X; — pixXx pentrui=k+1:n

o (MkX),' = {
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Transformari elementare

Proprietati ale matricilor de transformare ITE:
@ M este inversabila si M, ' = I, + me]
X; pentrui=1:k

@ (Mx); =
(Mix): {x,-u,-kxk pentrui=k-+1:n

@ Pe scurt, M, schimba elementele din x de la indicele k mai departe
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Transformari elementare

Proprietati ale matricilor de transformare ITE:
@ M este inversabila si M, ' = I, + me]
X; pentrui=1:k

@ (Mx); =
(Mix): {x,-u,-kxk pentrui=k-+1:n

@ Pe scurt, M, schimba elementele din x de la indicele k mai departe

@ Daca alegem valori potrivite pentru multiplicatorii p, putem obtine
X; pentrui=1:k

M x); =
(Mix); 0 pentrui=k+1:n
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Transformari elementare

Proprietati ale matricilor de transformare ITE:

@ My este inversabild si M, ' = I, + mye]

X; pentrui=1:k
X — puixXxk pentrui=k+1:n

o (MkX),' = {

@ Pe scurt, M, schimba elementele din x de la indicele k mai departe

@ Daca alegem valori potrivite pentru multiplicatorii p, putem obtine
X; pentrui=1:k

Mix); =
(Mix); 0 pentrui=k+1:n

Xq X1
Xo Xo

n Xj

x= |X3 Mox = | 0| alegand i = X—;
Xn 0
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Transformari elementare

Proprietati ale matricilor de transformare ITE:
@ My este inversabild si M, ' = I, + mye]
j ntrui=1:
o (Mux); = X; petu:_ 1:k
X; — ikXx pentrui=k+1:n
@ Pe scurt, My schimba elementele din x de la indicele k mai departe

@ Daca alegem valori potrivite pentru multiplicatorii p, putem obtine

X; pentrui=1:k

(MkX),‘ = i P i
0 pentrui=k+1:n

@ Daca xx = 0, atunci Mxx = x

Xq Xq
0 0

x= |0 Mox = 0 alegand pjp = ;
. . 2
0 0
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Eliminare gaussiana

Algoritmul de EG propune triangularizarea progresiva a matricii A
Initializare: Ay = A, b1) = b
Pas 1: A, = M; A are elementele sub-diagonale de pe coloana 1 egale cu 0

aiy el ...oayy)

0 (lé.zz) o) a3 uéf)

Az = 0 aff ... aff
(0] (L£,2) . (LEI ,Z

Pas 2: A; = M>.M; A are elementele sub-diagonale de pe coloanele 1 si 2
egale cu 0

Pas k: Ay = My - -- Mo M, A are elementele sub-diagonale de pe coloanele _
1 : k egale cu 0; nu sunt afectate primele kK — 1 coloane
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Eliminare gaussiana

Algoritm EG(A)
1.Pentru k=1:n-1
1. Se calculeaza matricea Mj (adica multiplicatorii py, i = k + 1 : n),
astfel incat (MxA); =0,pentrui=k+1:n
2. A= MA

k
@ Multiplicatorii necesari . = 2k
kk
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Eliminare gaussiana

Algoritm EG(A)
1.Pentru k=1:n-1
1. Se calculeaza matricea Mj (adica multiplicatorii py, i = k + 1 : n),
astfel incat (MxA); =0, pentrui=k+1:n
2. A= MA
@ Multiplicatorii necesari pjx = :Tkk
kk
@ Algoritmul produce U = A, = M,_1Mp_2---M; A
N——

M
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Eliminare gaussiana

Algoritm EG(A)
1.Pentru k=1:n-1
1. Se calculeaza matricea Mj (adica multiplicatorii py, i = k + 1 : n),
astfel incat (MxA); =0,pentrui=k+1:n
2. A= MA
@ Multiplicatorii necesari pjx = :Tkk
kk
@ Algoritmul produce U = A, = M,_1Mp_2---M; A
N——
M
@ Matricea M este inferior triunghiulara (de ce?)
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Eliminare gaussiana

Algoritm EG(A)
1.Pentru k=1:n-1
1. Se calculeaza matricea Mj (adica multiplicatorii py, i = k + 1 : n),
astfel incat (MxA); =0,pentrui=k+1:n
2. A= MA

@ Multiplicatorii necesari juy = :Tk*
kk

@ Algoritmul produce U = Ay = Mp_1M,_5---M; A
—_——

M
@ Matricea M este inferior triunghiulara (de ce?)
@ Teorema. Daca toate matricile lider principale Al din A sunt

nesingulare, atunci algoritmul produce un U nesingular (sistemul are
solutie unica!)
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Eliminare gaussiana

Algoritm EG(A)
1.Pentru k=1:n-1
1. Se calculeaza matricea Mj (adica multiplicatorii py, i = k + 1 : n),
astfel incat (MxA); =0,pentrui=k+1:n
2. A= MA

@ Multiplicatorii necesari juy = :Tk*
kk

@ Algoritmul produce U = Ay = Mp_1M,_5---M; A
—_—

M
@ Matricea M este inferior triunghiulara (de ce?)

@ Teorema. Daca toate matricile lider principale Al din A sunt
nesingulare, atunci algoritmul produce un U nesingular (sistemul are
solutie unica!)

@ Altfel EG produce un U singular (care sunt consecintele?) @,
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Triangularizare - exemplu

2 4 =2
e A=|14 9 -3

-2 -3 7
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Triangularizare - exemplu

2 4 =2
e A= |4 9 -3
-2 -3 7

o ViA =

1 00 2 4 -2 2 4 -2
-2 10 4 9 -3|=1[0 1 1
i 0 1| |-2 -3 7 0 1
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Triangularizare - exemplu

2 4 -2
e A=|4 9 -3
2 -3 7
1 00][2 4 -2 2 4 -2
eMA=|-2 1 0||4 9 -3|=1[0 1 f1
1 0 1|2 -3 7 01 5
1 0 0][2 4 -2 2 4 -2
eMMiA=10 1 0|0 1 1|={0 1 1
0 -1 1|0 1 5 00
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Triangularizare - exemplu

2 4 =2
e A=|4 9 -3
-2 -3 7
1 0 0 2 4 =2 2 4 -2
e MiA=|-2 1 0 4 9 -3(=(0 1 1
1 0 1||-2 -3 7 01 5
1 0 0] (2 4 -2 2 4 -2
e bUM{A=10 1 O0(|0O 1 1 |=1]0 1 1
0O -1 1|0 1 5 0 0 4
i 2 4 2] [x 2
e In final rezolvam, [0 1 1 Xo| = MuMib= |4
0 0 4 X3 8
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Triangularizare - exemplu

e Fie Ly, L, € R™" doua matrici inferior triunghiulare, atunci:

R=LiLo,
SR
0
satisface Ry = (L1)/(L2); = [(L1)in (L1)z -+ (L1)i O --- 0] | (L2)j
(L2)ig1;
| (L2)nj |

e Daca / < j, atunci nu au loc suprapuneri de elemente!
e Consecinta: R este inferior triunghiulara
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Triangularizare - exemplu

1 0 O

e Acumulare multiplicatori: M = MoM; = [-2 1 0
1 -1 1

1 o --- 0

o Ingeneral: M = My_y --- MoMy = |M?! 1 O
Kt Hp2 v 1

e 11j ocupa triunghiul strict inferior, A are progresiv aceste pozitii libere. Idee?
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Eliminare gaussiana

Pseudocodul algoritmului EG:
Algoritm G(A)
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n
1. @ pi = &
2.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n

1. ajj < ajj — ik Akj
Multiplicatorii 4 se pot memora in triunghiul inferior al matricii A

U1 U2 ... Wik UL EkF1 ... Ulp (w11 wie - .. w1k .. Uln |
H21 U22 ... U2k U2,k+1  --. U2n Mo1 U22 ... U2k ... U2n
Pl Bk2oee Ukk Y(Lk{ﬂ’rkf)” (Iiﬂ) kel HEk2 - Ukk .- Ukn
Hk+1,1 HE+1,2 -0 Hk41k Qpyq iy -0 Qg p
k+1 k+1
Hnl Hn2 .. Hnk aEL./j—Q—)l cee agwf ) | #nl Hn2 --- Hnk --- Unn | !
Dupa pasul k& In final
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Eliminare gaussiana

Pseudocodul algoritmului EG:
Algoritm G(A)
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n
1. @y pi = 2=
2.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n

1. ajj < ajj — ik Akj

@ in final scopul este atins: MA = U, deci sub conditiile teoremei Ax = b
are aceleasi solutii cu Ux = Mb; se rezolva cu UTRIS
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Eliminare gaussiana

Pseudocodul algoritmului EG:
Algoritm G(A)
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n
1. @y pi = 2=
2.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n

1. ajj < ajj — ik Akj

@ in final scopul este atins: MA = U, deci sub conditiile teoremei Ax = b
are aceleasi solutii cu Ux = Mb; se rezolva cu UTRIS

e MA=U=A=MTU=LU

CALCUL NUMERIC 48/68



Eliminare gaussiana

Pseudocodul algoritmului EG:
Algoritm G(A)
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n
1. @y pi = 2=
2.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n

1. ajj < ajj — ik Akj
@ in final scopul este atins: MA = U, deci sub conditiile teoremei Ax = b
are aceleasi solutii cu Ux = Mb; se rezolva cu UTRIS
O MA=U=A=M"U=LU
@ Complexitate totald: 7~ (n — k +2(n — k)2) = 22 = O (n?)
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Eliminare gaussiana

Pseudocodul algoritmului EG:
Algoritm G(A)
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n
1. @y pi = 2=
2.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n

1. ajj < ajj — ik Akj
@ in final scopul este atins: MA = U, deci sub conditiile teoremei Ax = b
are aceleasi solutii cu Ux = Mb; se rezolva cu UTRIS
O MA=U=A=M"U=LU
@ Complexitate totald: 7~ (n — k +2(n — k)2) = 22 = O (n?)

@ Probleme: Ce se intampla daca o submatrice lider principala este
singulara?
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Eliminare gaussiana

Pseudocodul algoritmului EG:
Algoritm G(A)
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n
1. @y pi = 2=
2.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n

1. ajj < ajj — ik Akj
@ in final scopul este atins: MA = U, deci sub conditiile teoremei Ax = b
are aceleasi solutii cu Ux = Mb; se rezolva cu UTRIS
O MA=U=A=M"U=LU
@ Complexitate totald: 7~ (n — k +2(n — k)2) = 22 = O (n?)

@ Probleme: Ce se intampla daca o submatrice lider principala este
singulara?

@ Raspuns: La pasul k pivotul aﬁ(',? este nul; cum se pot calcula, in situa@
aceasta, multiplicatorii p ?
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Adaptati algoritmul G pentru cazul in care A := H are forma superior
Hessenberg. Ce forma va avea matricea multiplicatorilor M?

hiv hiz - hipm1 g
hot hop -+ hop_1 hop
0 hs -+ hapq hsp
O 0 e hnn—1 hnn

@ Coloana h; are un singur element subdiagonal

CALCUL NUMERIC 49/68



Adaptati algoritmul G pentru cazul in care A := H are forma superior
Hessenberg. Ce forma va avea matricea multiplicatorilor M?

hiv hiz - hipm1 g
hot hop -+ hop_1 hop
0 hs -+ hapq hsp
O 0 e hnn—1 hnn

@ Coloana h; are un singur element subdiagonal

hi

@ Este necesar un singur multiplicator pix.1x = h:k‘k la fiecare pas
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Problema - exemplu

2 1 1 1
5 3 2 2
H=10 3 4 3
0 0 45
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Problema - exemplu

2 1 1 1
5 3 2 2
H=10 3 4 3
0 0 45
1 000
. |-5/2 1 0 0
Pas1.M1_0010
0O 0 0 1
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Problema - exemplu

2 1 1 1

5 3 2 2

H=10 3 4 3

00 45

2 1
o 12 —172 —1)2

MA=10 3 4 3
0 0 4 5
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Problema - exemplu

2 1 1 1
5 3 2 2
H=10 3 4 3
0 0 45
2 1 1
o 12 —172 —1)2
MA=1o 3 4 3
0 0 4 5
1 0 00 2 1 1
0 1 00 0 1/2 —1/2 —-1/2
PaS2ZM2:O_610:>M2M1A:Oé 7/ /
0 0 0 1 0 0 4 5
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Problema - exemplu

2 1 1 1
5 3 2 2
H=10 3 4 3
00 45
2 1 1
o 12 —12 —1)2
MMiA= 15 g 7 6
0 O 4 5
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Problema - exemplu

2 1 1 1
5 3 2 2
H=10 3 4 3
0 0 45
2 1 1
o 12 —1/2 —1)2
MMiA= 15 0 7 6
0 0 4 5
10 0 O 2 1 1 1
01 0 O 0 1/2 —1/2 —1/2
P3332M3: 0 0 1 0 =>M3M2M1A: 0 (/) 7/ 6/
0 0 —4/7 A 0 O 0 117
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Problema - exemplu

21 1 1
5 3 2 2
H=10 3 4 3
0 0 45
Observam ca:
@ M este inferior bidiagonala:
1 0 0 O
. _|-5/2 1 0 O
M=MMMs=1 o~ 6 1 o
0 0 —-4/7 1

@ Doar 3 pasi sunt necesari

@ Cum generalizam algoritmul G?
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Problema - exemplu

Algoritmului EG pentru A = H superior Hessenberg:

Algoritm G(A) % Varianta generala
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Problema - exemplu

Algoritmului EG pentru A = H superior Hessenberg:
Algoritm G(A) % Varianta Hessenberg

Algoritm G(A) % Varianta generald
1.Pentru k=1:n-1
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Problema - exemplu

Algoritmului EG pentru A = H superior Hessenberg:
Algoritm G(A) % Varianta Hessenberg
1. Pentru k=1:n-1

Algoritm G(A) % Varianta generala
1. Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n

2
1. ay  pix = %
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Problema - exemplu

Algoritmului EG pentru A = H superior Hessenberg:
Algoritm G(A) % Varianta Hessenberg
1.Pentru k=1:n-1
1. Pentrty——=k—+1+-n

a
T @itk < pkatk = 55"

Algoritm G(A) % Varianta generala
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n

aj
1. ay  pix = 2k

2.Pentru j=k+1:n
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Problema - exemplu

Algoritmului EG pentru A = H superior Hessenberg:
Algoritm G(A) % Varianta Hessenberg
1.Pentru k=1:n-1
1. Pentrt——=k—+1+-n

a
T @kt < bkpik = 5o

Algoritm G(A) % Varianta generald
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n

2
1. ay  pix = 2%

2.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n
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Problema - exemplu

Algoritmului EG pentru A = H superior Hessenberg:
Algoritm G(A) % Varianta Hessenberg
1.Pentru k=1:n-1
1. Pentrt——=k—+1+-n

Aki1k

1. 8k1k ¢ Mkr1k = e

2.Pentru j=k+1:n

Algoritm G(A) % Varianta generala
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:n
1. @i pik = 2=
2.Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n

1. ajj < ajj — Wik 8kj

CALCUL NUMERIC 51/68



Problema - exemplu

Algoritmului EG pentru A = H superior Hessenberg:
Algoritm G(A) % Varianta Hessenberg
1.Pentru k=1:n-1
1. Pentrt——=k—+1+-n
1. @kpik < Pkt = a';izk”‘
2.Pentru j=k+1:
1. Peﬁﬂ‘u—1—4(ﬁﬁ-—1—ﬁ

1. ki1j < Akg1j — Mk 1k8k

Algoritm G(A) % Varianta generald
1.Pentru k=1:n-1
1.Pentru i=k+1:
1. ak + pik = :fk
2.Pentru j=k+1:
1. Pentru i:k+1 'n

1. ajj < ajj — ik 8kj
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Problema - exemplu

Algoritmului EG pentru A = H superior Hessenberg:
Algoritm G(A) % Varianta Hessenberg
1.Pentru k=1:n-1
1. Pentrt——=k—+1+-n

a
1. @tk < Php1k = 58

2.Pentru j=k+1:n
1. Pentrd—=k—+1+-n
1. @kp1j = k1) — M1k 8k

Important:
@ Complexitate reduse de la O (n®) la O (n?)
@ Forma matricii multiplicatorilor M este inferior bidiagonala

@ Forma economici rezultatd A este superior Hessenberg
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Pivotare partiala

Modificam algoritmul G prin interschimbarea de linii (si/sau coloane) pentru a
aduce in pozitia pivotului un element nenul.

Uil ... Uik ... Uln ULL v ULk .- Uln
o . B 0 . .
(k) (k) (k) (k)
Apg -+ Ay Qipke =+ Cipm
Ay = 0 Priy A = 0
() () ) *)
Qipk -+ Vign Gip » =~ Ogy
0 5 0 -
[ ke % o
aguc) ~oal (151,3 oadl

Modificare Pas k:

1. Se determina cel mai mic i : |a;«| = max EM
I=K:n
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Pivotare partiala

Modificam algoritmul G prin interschimbarea de linii (si/sau coloane) pentru a
aduce in pozitia pivotului un element nenul.

U111 --- U1k --- Uln Uil - -

- ULk --- Uln
) .. 0 .
k) (k k k)
ag ... agy) B v il
Ay = 0 Priy A = 0
(Lill‘i 5 afi,), (1,(\,}? . a,{.’fl)
0 o aw 0 -
aff,) oatk) (1511‘,"3 . a®

Modificare Pas k:
1. Se determina cel mai mic i : |a;«| = max EM
I=K:n

2. Se interschimba liniile ik si k: A+ P A
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Pivotare partiala

Modificam algoritmul G prin interschimbarea de linii (si/sau coloane) pentru a
aduce in pozitia pivotului un element nenul.

ULl - .. ULE - - Uln ULl ... ULk - Uln
0 s o5 0 2
(k) (k) (k) (k)
Apg -+ Ay Qipke =+ Cipm
Ay = 0 Py A = 0
(k) (k) & 3
Ak - Qi a,(\,\,> . a,{.“)
0 e a3 0 s
k 3 k k
afl,,f cee (Lgx n) (151,3 . a&”’

Modificare Pas k:
1. Se determina cel mai mic i : |a;«| = max EM
I=K:n
2. Se interschimba liniile ik si k: A+ P A

3. Se calculeaza My pentru (MxA)k =0,i=k+1:n
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Pivotare partiala

Modificam algoritmul G prin interschimbarea de linii (si/sau coloane) pentru a
aduce in pozitia pivotului un element nenul.

U1 - .- ULk --- Uln U1 - - ULk --- Uln
o . : o 0 . ..
(k) (k) (k) (k)
Apg -+ Ay Qipke =+ Cipm
Ay = 0 Priy A = 0
(k) (k) k k
Qg - Qi a,(\,\,) - a,(‘.,l)
0 5 0 s
K k k k
afl,,f cee (Lgx n) (151,3 . a&”’

Modificare Pas k:

1. Se determina cel mai mic i : |a;«| = max EM
I=K:n

N

. Se interschimba liniile i si k: A+ P A

w

. Se calculeaza M pentru (MxA)x =0,i=k+1:n

N

. Se aplica transformarea A + MA
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Pivotare partiala

Modificam algoritmul G prin interschimbarea de linii (si/sau coloane) pentru a
aduce in pozitia pivotului un element nenul.

U1 ... Utk ... Uln U1l ... UL --. Uln
o . (S
k) (k (k) (k)
“;:L; R ‘Lkn) . Ak -+ Cgpem
A = 0 Py A, = 0
(k) (k) k k
Qik: + v+ Fin P
0 A, 0 e
K k K k
al) ... ol a® . aff)

Modificare Pas k:

1. Se determind cel mai mic i : |a;«| = max ||
I=K:n

2. Se interschimba liniile ik si k: A < P A
3. Se calculeaza M pentru (MA)x =0,i=k+1:n
4. Se aplica transformarea A < MA

Pe scurt: Ak+1 = MkPkAk
infinal: U:= A, = Mp_1Pp_1Mp_oPp_5--- M; Py Ax




Pivotare partiala

Algoritm GPP(A)
1.Pentru k=1:n-1
1. Se determina cel mai mic i : |aj x| = max |aik|
I=K:n
2. p(k) = i
3.Pentru j=k:n
1. ayj <> ajyj
4. Pentru i=k+1:n
1. @i pik = 2~
5 Pentru j=k+1:n
1.Pentru i=k+1:n

1. @j < aj — pikak;

@ infinal: Ux = Mb se rezolvad cu UTRIS
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Pivotare partiala

Algoritm GPP(A)
1.Pentru k=1:n-1
1. Se determina cel mai mic i : |aj x| = max |aik|
i=k:n
2. p(k) =
3.Pentru j=k:n
1. ayj <> ajyj
4. Pentru i=k+1:
1. @i < pik = :Li
5 Pentru j=k+1:
1. Pentru i:k+1 'n
1. @j « aj — piax

@ infinal: Ux = Mb se rezolvad cu UTRIS
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Introducere. Vectori. Operatii elementare

Subspatii liniare. Produs scalar. Norme

Sisteme de ecuatii liniare patratice

o
°
@ Matrice. Operatii elementare. Proprietai
o
@ Algoritmi de rezolvare a SL patratice

°

Ortogonalitate. Sisteme generale
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Ortogonalitate

@ Vectorii u, v € R™" se numesc ortogonali daca u"v = 0;
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Ortogonalitate

@ Vectorii u, v € R™" se numesc ortogonali daca u"v = 0;

@ Vectorii u, v € R™" se numesc ortonormali dacd u’v = 0 si
Jullz2 = [lv]z=1
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Ortogonalitate

@ Vectorii u, v € R™" se numesc ortogonali daca u"v = 0;
@ Vectorii u, v € R™" se numesc ortonormali dacd u’v = 0 si
Jullz2 = [lv]z=1
@ O matrice patratd Q € R"*" se numeste ortogonald dacd Q7 Q = I,;

0, i#j
1, i=j

)

echivalent, g/ q; = { (coloanele sunt vectori ortonormali)
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Ortogonalitate

@ Vectorii u, v € R™" se numesc ortogonali daca u"v = 0;
@ Vectorii u, v € R™" se numesc ortonormali dacd u’v = 0 si
Jullz2 = [lv]z=1
@ O matrice patratd Q € R"*" se numeste ortogonald dacd Q7 Q = I,;

0, i#j
1, i=j

)

echivalent, g/ q; = { (coloanele sunt vectori ortonormali)

@ Evident, Q' = Q7
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Ortogonalitate

@ Vectorii u, v € R™" se numesc ortogonali daca u"v = 0;
@ Vectorii u, v € R™" se numesc ortonormali dacd u”v = 0 si
Jullz2 = [lv]z=1
@ O matrice patratd Q € R"*" se numeste ortogonald dacd Q7 Q = I,;

0, i#j
1, i=j

)

echivalent, g/ q; = { (coloanele sunt vectori ortonormali)

@ Evident, Q' = Q7

@0 matrice Q € R™" are coloanele ortonormale daca
Q"Q = I,(m > n,QQT # I); de asemenea, Q are liniile ortonormale
daca QQ' = m(m <nQTQ# I,)
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Ortogonalitate

@ Vectorii u, v € R™" se numesc ortogonali daca u"v = 0;
@ Vectorii u, v € R™" se numesc ortonormali dacd u”v = 0 si
Jullz2 = [lv]z=1
@ O matrice patratd Q € R"*" se numeste ortogonald dacd Q7 Q = I,;

0, i#j
1, i=j

)

echivalent, g/ q; = { (coloanele sunt vectori ortonormali)

@ Evident, Q' = Q7

@0 matrice Q € R™" are coloanele ortonormale daca
Q"Q = I,(m > n,QQT # I); de asemenea, Q are liniile ortonormale
daca QQ' = m(m <nQTQ# I,)

@ Evident, @' = Q7
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Ortogonalitate

@ Vectorii u, v € R™" se numesc ortogonali daca u"v = 0;
@ Vectorii u, v € R™" se numesc ortonormali dacd u”v = 0 si
Jullz2 = [lv]z=1
@ O matrice patratd Q € R"*" se numeste ortogonald dacd Q7 Q = I,;

0, i#j
1, i=j

)

echivalent, g/ q; = { (coloanele sunt vectori ortonormali)

@ Evident, Q' = Q7

@0 matrice Q € R™" are coloanele ortonormale daca
Q"Q = I,(m > n,QQT # I); de asemenea, Q are liniile ortonormale
daca QQ' = m(m <nQTQ# I,)

@ Evident, @' = Q7

4 _1 9
@ Exemple: {(1) (1)] , [ V2 V2
V2 V2
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Ortogonalitate

@ O matrice Q € R™" ortogonala reprezinta o transformare liniara ce
conserva norma euclidiana (Frobenius), i.e.

1Qx]l2 = [|x]l2
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Ortogonalitate

@ O matrice Q € R™" ortogonala reprezinta o transformare liniara ce
conserva norma euclidiana (Frobenius), i.e.

1Qx]l2 = [|x]l2

@ Verificare: ||Qx|lz = [xT QTQx = VxTx = ||x|2
N——
In
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Ortogonalitate

@ O matrice Q € R™" ortogonala reprezinta o transformare liniara ce
conserva norma euclidiana (Frobenius), i.e.

1Qx[[2 = [Ix]l2
@ Verificare: |Qx|lz = [XxT QTQx = VxTx = ||x||2
N——

In
@ Transformarea Q aplicata lui x aduce schimbari asupra directiei lui x
(fara a schimba “"lungimea” sa)

ez

Qe \
Oe1

el

de.wikiversity.org
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Sisteme liniare generale

Sistemul
Ax=b

@ Subdeterminat: m < n, posibil o infinitate de solutii
@ Determinat: m = n, adesea solutie unica
@ Supradeterminat: m > n, adesea nu are solutie

Teorema. Sistemul Ax = b are solutie daca si numai daca b € Im(A).

Y3

b ImA

belmA

RN

Y2
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Sisteme liniare generale

Sistemul
Ax=b

Redefinim notiunea de solutie a sistemului:
@ m>n:|b—Ax*| = n;hg ||b — Ax|| (problema CMMP)
X n

O aplicatie vedeti cursul urmator!
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Sisteme liniare generale

Sistemul
Ax=b

Redefinim notiunea de solutie a sistemului:
@ m>n:|b—Ax*| = n;h? ||b — Ax|| (problema CMMP)
X n

@ m<n:|x*|= min |x| (solufie normala CMMP)
s.t.Ax=b

O aplicatie vedeti cursul urmator!
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Sisteme liniare generale

Sistemul
Ax=b

Redefinim notiunea de solutie a sistemului:
@ m>n:|b—Ax*| = n;h? ||b — Ax|| (problema CMMP)
X n

O aplicatie de regresie liniara vedeti cursul urmator!
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Sisteme liniare generale

Sistemul
Ax=b

Redefinim notiunea de solutie a sistemului:
@ m>n:|b—Ax*| = n;h? ||b — Ax|| (problema CMMP)
X n

@ m<n:|x*|| = tmln ||x]| (solutie normala CMMP)

O aplicatie de regresie liniara vedeti cursul urmator!
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Reflectori Householder

Definitie. Fie u € R™ normat, i.e. ||u]| = 1. O matrice U € R™*™ de forma
U=ln—2uu’
se numegste reflector elementar Householder de ordin m
@ UTU=(lm—2uu™) (I —2uu") = Ip, — 4uu™ + 4u(u™u)u” = Iy,
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Reflectori Householder

Definitie. Fie u € R™ normat, i.e. ||u]| = 1. O matrice U € R™*™ de forma
U=ln—2uu’
se numegste reflector elementar Householder de ordin m
@ UTU=(lm—2uu™) (I —2uu") = Ip, — 4uu™ + 4u(u™u)u” = Iy,
o UT=U

CALCUL NUMERIC 62/68



Reflectori Householder

Definitie. Fie u € R™ normat, i.e. ||u]| = 1. O matrice U € R™*™ de forma
U=ln—2uu’
se numegste reflector elementar Householder de ordin m
@ UTU=(lm—2uu™) (I —2uu") = Ip, — 4uu™ + 4u(u™u)u” = Iy,
o UT=U

@ Ux=(lmn—(1/B)uu") x = x — (“TZX> u
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Reflectori Householder

Definitie. Fie u € R™ normat, i.e. ||u]| = 1. O matrice U € R™*™ de forma
U=ln—2uu’
se numegste reflector elementar Householder de ordin m
@ UTU=(lm—2uu™) (I —2uu") = Ip, — 4uu™ + 4u(u™u)u” = Iy,
o UT=U
@ Ux=(lmn—(1/B)uu") x = x — (“—TX> u

B
@pentruu=[0 --- 0 wu - um]T,Ukareforma:
k=1 O
=5 g
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Reflectori Householder

Definitie. Fie u € R™ normat, i.e. ||u]| = 1. O matrice U € R™*™ de forma
U=ln—2uu’
se numegste reflector elementar Householder de ordin m
@ UTU=(lm—2uu™) (I —2uu") = Ip, — 4uu™ + 4u(u™u)u” = Iy,
o UT=U
@ Ux=(lmn—(1/B)uu") x = x — (“TZX> u

@pentruu=[0 --- 0 wu - um]T,Ukareforma:
k=1 O
W‘[o d

@ daca ||lu|| # 1, putem exprima U:

U= lp— -
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Reflectori Householder

. o U e . . ~ oy
Fig. 3.1: Efectul aplicarii unui reflector U asupra unui vector z, in R-
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Reflectori Householder

0
. ) 0
Fieo= /> x? si reflectorul U; = I, — “oundetu= |Xct+o|, B=ouk
i=k Xk 41
L Xm -
atunci ~ _ _ _
Xq Xq
Xk—1 Xk—1
X=| X | 2 Ux=|—-0o
Xk+1 0
L Xm - L 0 -
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Factorizare QR

Factorizare QR cu reflectori Householder:

Ax CMMP 4 UiAx = UbUiAx =

A1
=
Un-- UAx=Unyn---U b
———— ——
R QT
M T2 ... Tin
(2) (2)
0 (123 e (1.2.”
4) U Al [U1a1 Ulag Ulan] = 0 (l;(g}) a:gzﬂ)
9 9
0 aiﬁ; (mn
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Factorizare QR

Factorizare QR cu reflectori Householder:

Ax CMMP 4 UiAx = UbUiAx =

A1
Un-- - UAx=Uy---Ui b

R QT

i1 T12 .o Tk "1k Tin

22 ... T2k-1 T2k e T2n

( Th—1k-1 Th=1k -+ Th—1nx

) (k) o)

Ap=lay ... @7 .. aP]= ("A(kjk) (”klkk“)
0 “H»LA A TR

i (

( ) o)

Ak
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Factorizare QR

Factorizare QR cu reflectori Householder:

Ax P b U Ax = UpUs Ax =
~
A
C=
Up---UiAx = Up--- U b
———— ——
R QT
A Q R

https://www.ics.uci.edu/ xhx/courses/CS206/NLA-QR.pdf
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Factorizare QR

Factorizare QR cu reflectori Householder:

/
Axc“@”Pb:,oTA_R;»A_QR_Q{O]

R’ € R™" superior triunghiulara, Q ortonormala
Calcul pseudosolutie:
b=[by b ,Q=1[Q Q'].by eR"bp c R™ " Q cR™" Q" € R™—""

min ||b— QRx|| = min |b— [Q@ Q'] {’g] x| = min | [b1 —QRX} |
X X |

b2

S=1mA

T=8-
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Factorizare QR

Factorizare QR cu reflectori Householder:

/
Axc“@”Pb:,oTA_R;»A_QR_Q{O]

R’ € R™" superior triunghiulara, Q ortonormala
Calcul pseudosolutie:
b=[by b ,Q=1[Q Q'].by eR"bp c R™ " Q cR™" Q" € R™—""

!/
R'x* = d',unde Q"b = {3,,}

b\ — Az

S =1mA

7T =S+
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Factorizare QR

Factorizare QR cu reflectori Householder:

AXCWPb:>OTA—R:>A—QR—O['g]

R’ € R™" superior triunghiulara, Q ortonormala

Calcul pseudosolutie:
Q/H/X* — b/
d/
R'x* =d’,unde Q"b = [d”]
Solutia CMMP satisface:

X* = argmin ||Ax — b|
X
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CMMP

Factorizare QR cu reflectori Householder:

CMMP

Ax b=Q A=R=A=QR= o{]

Algoritm:

@ 1. Factorizare QR: Q"A = [’g]
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CMMP

Factorizare QR cu reflectori Householder:

CMMP

Ax b=Q A=R=A=QR= o{]

Algoritm:

@ 1. Factorizare QR: Q"A = [’g]

d/
@ 2. Calcul: Q'b=d = {d”}

CALCUL NUMERIC 67/68



CMMP

Factorizare QR cu reflectori Householder:

CMMP

Ax b=Q A=R=A=QR= Q{]

Algoritm:

@ 1. Factorizare QR: Q"A = [’g]

d/
@ 2. Calcul: Q'b=d = {d”}

@ 3. Rezolva: Rx = d’
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@ Carte BD,CP,BJ

@ http://web.stanford.edu/class/cs205l/lectures.html
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