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Recapitulare: Sisteme de ecuatii liniare

Fie sistemul
Ax =0b

unde A € R™*"si b € R" sunt date. Atunci sistemul este:
» Subdeterminat: m < n, posibil o infinitate de solutii
» Determinat: m = n, adesea solutie unica

» Supradeterminat: m > n, adesea nu are solutie

Teorema. Sistemul Ax = b are solutie dac3d si numai daca
b € Im(A).




Recapitulare: Sisteme de ecuatii liniare

b

m<n Infinitate de solutii

>
[TTTTTTTTITTT] X

m=n

m>n Supradeterminat. Nu are solutie.

= I Solutie unica daca rang complet




Recapitulare: Norme. Produs Scalar

n
Produs scalar euclidian: (x,y) =x"y = 3 xy;
i=1
» daci x,y au norma unitate atunci x "y = cos(f), unde @ este
unghiul format de x si y

» in felul acesta, cap&ta sensul unei masuri de similaritate (in
opozitie cu distanta)

Norme ||-||: functii care satisfac urm3toarele conditii
> pozitivitate: ||x|| > 0,Vx € R", x # 0
» omogenitate: |lax|| = || [|x]],¥x € R",a € R
» inegalitatea triunghiului: ||x + y|| < [|x|| + ||ly|l,Vx,y € R"



Cazul supradeterminat

Sistemele supradeterminate (m > n) Ax = b adesea nu au solutie
pentru ca b & Im(A).

Scop: Minimizarea erorii de aproximare ||Ax — b]| ,.
Alegeri comune sunt p = {1,2,00} notate {1, {2, respectiv {.

Problema ¢, este cea mai rapid de rezolvat:

min || Ax — b, 1)

x€ER"

denumit3 problema celor mai mici patrate (sau least squares).

Solutii:
» minimizare ¢(x) = % ||Ax — b||§ cu ajutorul gradientului
Vo(x) =0

> factorizare ortogonald A = QR a.l. H(QTA)X - QTbH2 >¢ @’

rezelova usor



Ecuatiile normale

Minimizare cu ajutorul gradientului:

1 )
min ¢(x) = min > || Ax — b|l; (2)

Rezolvdm ecuatia V¢(x) = 0:

1 1 (& .
V5 1Ax = bll; =V (; [(a'xi)? - 2a'x;b; + bﬂ)
=53 [2a”x; — 2a'b| = ATAx— ATb
i=1

I\D\l—l

Acestea sunt denumite ecuatiile normale:
ATAx=ATb (3)

unde

ris = b— Axis ; pis = || Axis — b (4)@
reprezinta reziduul minim, respectiv, marimea reziduului minim.



Rezolvare folosind ecuatiile normale

Algorithm 1: Ecuatii normale CMMP

Data: A< R™*" al rang(A)=nsi b R"™
Result: solutia CMMP x;5 € R”

Calculeaz3 triunghiul inferior al matricei C = ATA
Actualizeaz3 vectorul tintd d = AT b

Calculeaz3 factorizarea Cholesky C = GG'
Rezolva folosind LTRIS Gy = d

Rezolvi folosind UTRIS GTx;s =y

A s W N =




Rezolvare folosind ecuatiile normale — complexitate

Algorithm 2: Ecuatii normale CMMP

Data: A< R™*" al rang(A)=nsi b R"™
Result: solutia CMMP x;5 € R”

1 Calculeaz3 triunghiul inferior al matricei C = ATA  O("4")

2 Actualizeazd vectorul tints d = ATb O(mn)
3 Calculeazi factorizarea Cholesky C = GG 0(n?)
4 Rezolva folosind LTRIS Gy = d 0o(n?)
5 Rezolv3 folosind UTRIS GT x5 =y O(n?)




Factorizarea QR

Factorizare ortogonalda A = QR a.i. H(QTA)X — QTbH2 Pentru a
obtine matricea superior triughiulara R € R™*" se folosesc:

> rotatii Givens

» reflector Householder

» eliminare Gaussiand (factorizare Doolittle)?

Aceste operatii conduc la constructia matricei ortogonale Q.

Remarca

O matrice Q@ € R™*™ este ortogonald dacd Q'R=QQ" =1,
Matricele ortogonale conservd norma {5 !




CMMP cu factorizare QR

Problema CMMP se reduce la

min || Ax — b|3 = min @7 Ax — @7b| = min |Rux — c|3+]d]3
x€RM 2 x€ERN 2 xeRn 2 2

(6)
unde rang(A) = rang(Ry) = n
Problema se reduce la rezolvarea unui sistem superior triunghiular:

Rix;s =c; pis = |d], ()

Algorithm 3: CMMP cu factorizare QR

Data: A€ R™*" ai. rang(A) =nsi be R™
Result: solutia CMMP x;5 € R”

1 Calculeaz3 factorizarea A = QR

2 Aplicd rotatiile/reflectorii primelor n pozitii din b
3 Rezolvd folosind UTRIS R(1: n,1: n)x s = b(1: n) @




CMMP cu factorizare QR — complexitate

Problema CMMP se reduce la

min || Ax — b|3 = min @7 Ax — @7b| = min |Rux — c|3+]d]3
x€RM 2 x€ERN 2 xeRn 2 2

(6)
unde rang(A) = rang(Ry) = n
Problema se reduce la rezolvarea unui sistem superior triunghiular:

Rix;s =c; pis = |d], ()

Algorithm 4: CMMP cu factorizare QR

Data: A€ R™*" ai. rang(A) =nsi be R™
Result: solutia CMMP x;5 € R”

1 Calculeazd factorizarea A = QR O(mn
2 Aplicd rotatiile/reflectorii primelor n pozitii din b 0(n?)
3 Rezolvi folosind UTRIS R(1: n,1: n)xis = b(1:n) O(n?) @




Regresia liniara



Recapitulare probabilitati

Probabilitatea comuna:
nij

PX=x,Y=y)=PX=xNY =y)=P(x,y) = N (8)

unde N reprezinta numarul total de evenimente, iar nj numarul de
evenimente ce implica x; si y;.

Probabilitatea conditionala:

xnyl XYL pxny)
Y

YT TRy ©)

PX1Y)=

Legea sumei si a produsului:

P(x) =Y P(x,y): P(x,y) = P(y | x)P(x) (10)
yey




Recapitulare probabilitati

Expectanta, covariantd, varianta:

M:E[X]:ixipi; ipizl (11)
¥ = Cov(X,Y) Z(x, EIXD(yi — E[YDT  (12)
0% = Cov(X,X) = Var(X) = E[(X — p)?] (13)

(14)

Distributie gaussiana:
1 (x — p)?
2y _ _
p(X | u, o ) - Wexp ( 20_2 (15)
Vom nota cu p(x) = N(x | u,0?) sau X ~ N (1, 02).
Daca x si y sunt variabile aleatoare gaussiene independente, atunci:
p(x +y) = N(px + py, 0% + 03) (16)@7



Estimarea verosimilitatii maxime

Lega lui Bayes:

verosimilitate a priori

——

Ply | x) P(x
P = 17
(<) = (17)
a posteriori
P dovezi

Fie setul de m probabilitati P(x; | B) conditionate de predictorii 3.
Atunci estimarea verosimilitatii maxime revine la:

5—argmaxP(xyﬁ HPx,\ﬁ (18)
=arg max log Lx(B) = ZI = 1m log P(x; | B) = (19)
=arg mﬁin — Z log P(x; | B) (20)

i=1

unde f(x1,...,xm: B) = P(X | B). @’
in literaturs: Maximum Likelihood Estimation (MLE).



Regresia liniara

Scop: stabilirea unei legaturi intre variabila raspuns si una sau mai
multe variabile de intrare (predictori).

y =Ff(x1,%2,...,%y) + ¢ (21)
P regresie liniard simpla — un singur predictor

y=50+51><+€={1,x} ZO +e=x"B+e (22)
1

> regresie liniara multipld — mai multi predictori
y=PFo+Pxi+Boxt .. Boxmte=x"B+e  (23)

> regresie liniard univariatd — rdspuns scalar (precum sus)
P regresie liniara multivariata — raspuns vectorial

yi=x B+ei=Bo+Pixi1+ Boxiz+ ... Bmxim+ei (24)
y=XB+ e (25)
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Perspectiva probabilistica pentru formularea CMMP

Regresia liniar3 priveste (21) dintr-o perspectivd probabilistica:
p(y | x) = Ny | f(x),0?%) (26)

unde x sunt intrarile iar y sunt iesirile perturbate cu un zgomot ¢
de medie ;1 = 0 si variant3 o2 (i.e. € ~ N(0,02)).

Astfel (23), in care aproximdm f(x) cu ajutorul predicotrilor 3,
devine:

ply | x,8) =N(y | x"B,0%) (27)
— y=x"B+e c~N(0,0°) (28)

Remarca

Verosimilitatea lui (28) este PDF-ul functiei y evaluatd in punctul

xTp.




Estimarea parametrilor 8

Fie regresia liniard din (28), dat setul de antrenare

{(x1,y1), (x2,¥2)s - -, (Xm, ¥m)} a.l. y; si yj sunt independente
(intre ele) date intrarile x;, respectiv, x; cu i # j. Atunci:

P(y|X):P(YIa---a)/m|Xla--->XmmB) (29)

=[IpWilxi.8)=[NVil|x"B,0*)  (30)
=1 i=1

Remarca

Factorii si verosimilitatea lui (30) reprezinta distributii Gausiene.

Remarca

Fie estimatorii optimi 3* si intrarea de test x*, atunci distributia
iesirii y* este N'(y* | (x*)T 8*)




Solutia MLE

Estimarea parametriilor B din (30) cu ajutorul estimarii
verosimilitatii maxime se face rezolvand problema de optimizare:

BuL = argmaxp(Y | X, B) (31)
ce poate fi rescrisa drept o problem3 de minimizare a sumei:

—logp(Y | X,8) = |0ng(y, | Xn, B) = Zlogp(y, | Xn, B)

(32)
unde termenii reprezinta distributii gaussiene:

1
08 (v | X0, 8) = —55 (vo —x1 B) + (33)
unde C reprezintd termenii liberi (i.e. ce nu implicd 3). @’



Solutia MLE prin metoda gradient

Problema de optimizare devine

£B)= 55 - (-7 8)’ (34
i=1

1
=55 =XB) (y-XB) =55y - XBl; (35

Remarca

Pentru a gasi punctul maximal in probleme de tipul (31) se
folosesc metode de gradient.

oL 0 1
o (v xa v x8) (36)
—srr5 Y- TXB L BTXTXE) (1)

_ % (~y"X+B7X7X) (38)@7



Solutia MLE este solutia CMMP

Estimarea By prin maximizarea verosimilitatii implica rezolvarea
(39) in punctul zero:

oL

i 0 = Bl X"X=y"X (40)
— BlL=yTX (xTx)_1 (41)
— By = (XTX)_ley (42)

Remarca

Ecuatiile (41) reprezints ecuatiile normale CMPP din (3) si sunt
rezolvate eficient folosind Algoritmii 3 sau 5.
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