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Definitii: valori si vectori proprii

> avem o matrice patratd A € R™"

» atunci A € C este o valoare proprie a lui A daca
p(A\) = det(Al —A) =0

» p(A) se numeste polinomul caracteristic a lui A

» avem si v € C" care se numeste vector propriu si pentru care

Av = \v




Definitii valori si vectori proprii

» avem o matrice patratd A € R™"

» atunci A € C este o valoare proprie a lui A daca
p(A) =det(Al—A) =0

» p(A) se numeste polinomul caracteristic a lui A

» avem si v € C" care se numeste vector propriu si pentru care
Av = \v

de ce trebuie A s3 fie patratd?




Definitii: valori si vectori proprii

> avem o matrice patratd A € R™*"

» atunci A € C este o valoare proprie a lui A daca
p(A\) = det(Al —A)=0

» p(A) se numeste polinomul caracteristic a lui A

» avem si v € C" care se numeste vector propriu si pentru care
Av = )\v

chiar dacd A € R™" totusi avem A € C si v € C" (poate chiar
A € C"™" dar noi nu ne ocupdm de acest caz)




Interpretare valori si vectori proprii

P relatia urmatoare ne spune ca matricea A se comporta ca un
numar Tn anumite situatii

Av = \v

P> putem interpreta rezultatul in urmatorul fel:

Ax




Descompunerea valorilor proprii (cazul general)

Pentru A € R™*",

Dacad avem Av; = A\jv; pentru i = 1, ..., n atunci avem defapt
A1
A2
Alvi v ... v,,] = [vl Vo ... W,
L >\n_
adica

AV = VD sau A = VDV L.




Descompunerea valorilor proprii (cazul simetric)

Pentru A€ R™"si A =AT.

Dac3d avem Av; = A\jv; pentru i = 1, ..., n atunci avem defapt
A1
A2
A Vi Vo ... Vn] = {Vl Vo ... Vj,
- An_
adica

AV = VD sau A = VDV,
(adic, V"1 =VT)




Descompunerea valorilor proprii (cazul simetric)

Pentru A€ R™"si A =AT.

Dac3d avem Av; = A\jv; pentru i = 1, ..., n atunci avem defapt
A1
A2
A Vi Vo ... Vn] = {Vl Vo ... Vj,
- An_
adica

AV = VD sau A = VDV,

(adics, V-1 = VT = V este orthonormals: VW7 =VTV =1,)




Calcul valori si vectori proprii

Algoritmul (uman) pentru calcul:
» Pasul 1: calculdm polinomul caracteristic p(\)
» Pasul 2: rezolvam ecuatia p(A\) =0

» Pasul 3: pentru fiecare A calculam vectorul propriu Av = Av




Examplu calcul valori si vectori proprii

> se da matricea

A
p(\) = det(Mly — A) = det =X\ —4\+3

» Pasul 2: rezolvam ecuatia
p(AN)=0—X—-42+3=0—(A—-1)(A=3)=0

» Pasul 3: pentru fiecare A calculam vectorul propriu




Examplu calcul valori si vectori proprii (continuare)

» Pasul 3: pentru fiecare A calculam vectorul propriu

> pentru A\; = 1:

1 -1 0 1
AV1:V1—>(|2—A)V1: — V] = —r V] =
0 -1 1 0 1
> pentru A\, =3
0 -1 -1 0 1
AV2 =3vp, — (3'2 — A)V2 = — Vy = — Vp =




Examplu calcul valori si vectori proprii (continuare)

» concluzia, matricea A = are valori/vectori proprii:
1 2

1 1
Ar=1vi = Side=3,v2 =
~1




Examplu calcul valori si vectori proprii (continuare)

P concluzia, matricea A = are valori/vectori proprii:
1 2
1 1
)\1:1,V1: $i )\2:3,V2:
1 -1

> si putem verifica cd A = VDV (pentru c3 A este simetric3).

- 1 -1 1 1 20
V' AV = A =
1 1 -1 1 0 6

de ce nu e bine?




Examplu calcul valori si vectori proprii (continuare)

P concluzia, matricea A = are valori/vectori proprii:
1 2
1 1
)\1:1,V1: $i )\2:3,V2:
1 -1

> si putem verifica cd A = VDV (pentru c3 A este simetric3).

- 1 -1 1 1 20
V' AV = A =
1 1 -1 1 0 6

de ce nu e bine? pentru ca vv’ =21, si noi avem nevoie de
w’ =1,




Examplu calcul valori si vectori proprii (continuare)

» concluzia, matricea A = are valori/vectori proprii:

1 1
AL=1v = sid=3,v2 =
~1

> si putem verifica ¢ A = VDV (pentru c3 A este simetric3).

( VT>A< v)_ V2 TV2lal V2 2
V2 V2 1 1 _1 1 0 3
V2 V2 V2 V2

acum e bine




Calcul valori si vectori proprii

Algoritmul (uman) pentru calcul:
» Pasul 1: calculdm polinomul caracteristic p(\)
» Pasul 2: rezolvam ecuatia p(A\) =0

» Pasul 3: pentru fiecare A calculam vectorul propriu Av = Av

Acest algoritm se poate implementa eficient pe un calculator?




Calcul valori si vectori proprii

Algoritmul (uman) pentru calcul:
» Pasul 1: calculdm polinomul caracteristic p(\)
» Pasul 2: rezolvdm ecuatia p(A) =0

» Pasul 3: pentru fiecare A calculam vectorul propriu Av = Av

Pasul 1: trebuie s3 calculam determinant de o matrice n x n Cate
elemente sunt in suma determinantului? Pentru n=2,n =37




Calcul valori si vectori proprii

Algoritmul (uman) pentru calcul:
» Pasul 1: calculdm polinomul caracteristic p(\)
» Pasul 2: rezolvdm ecuatia p(A) =0

» Pasul 3: pentru fiecare A calculam vectorul propriu Av = Av

Pasul 1: trebuie sa calculam determinant de o matrice n x n Cate
elemente sunt in suma determinantului? In general n! (n factorial)




Calcul valori si vectori proprii

Algoritmul (uman) pentru calcul:
» Pasul 1: calculdm polinomul caracteristic p(\)
» Pasul 2: rezolvam ecuatia p(A\) =0

» Pasul 3: pentru fiecare A calculam vectorul propriu Av = Av

Pasul 2: cum rezolvam o ecuatie de grad n?




Calcul valori si vectori proprii

Algoritmul (uman) pentru calcul:
» Pasul 1: calculdm polinomul caracteristic p(\)
» Pasul 2: rezolvdm ecuatia p(A) =0

» Pasul 3: pentru fiecare A calculam vectorul propriu Av = Av

Pasul 2: cum rezolvam o ecuatie de grad n? Avem formule doar
pentru n < 5, pentru n > 5 doar algoritmi aproximativi.




Calcul valori si vectori proprii

Algoritmul (uman) pentru calcul:
» Pasul 1: calculdm polinomul caracteristic p(\)
» Pasul 2: rezolvdm ecuatia p(A) =0

» Pasul 3: pentru fiecare A calculam vectorul propriu Av = Av

Algoritmul pentru calcul:

> rapid, preferabil: O(n3) adic3 la fel de complicat ca CMMP,
nu vrem nimic combinatorial

P raspuns aproximativ: vom avea ceva eroare cu siguranta
(teorie Galois-Abel din matematica abstractd)

» nu vrem s3 rezolvdm n sisteme de ecuatii O(n*)



Calcul valori si vectori proprii

| 4

>

algoritmul uman este foarte bun pentru matrice 2 x 2 sau
3 x 3 dar ingrozitor pentru cazul general

algoritmul numeric este complet diferit fata de algoritmul
uman

defapt, algoritmul numeric este atdt de eficient Tncat logica va
fi inversatad: cand vrem r3dacinile unui polinom vom rezolva o
problem3 de valori/vectori proprii. exemplu: dacd vrem s3
rezolvim A% +2)\3 4+ 3)\? 4+ 4\ + 5 = 0 atunci vrem valorile
proprii ale matricei:

0 0 0 -5

1 0 0 —4
A =

01 0 -3



Calcul valori si vectori proprii (cand lucrurile nu merg bine)

Exemplul anterior a fost simplu, dar ce se intdmpla cand

» polinomul caracteristic este p(\) = (A — 3)? deci \; 2=3

0
0

» vectori proprii? (3l — A)v; = vy =

» deci cum arata v?




Calcul valori si vectori proprii (cand lucrurile nu merg bine)

Exemplul anterior a fost simplu, dar ce se intdmpla cand

0 -1 0
» vectori proprii? (3l — A)v; = — vy =
0 O 0
a
» deci cum arata v? v = ,a€R
0

» problema: matricea A este defectd, adica are un singur vector B
propriu (nu doi)




Calcul valori si vectori proprii (comparatie)

cazul general cazul simetric
A defect? da, se poate matrice s?;’e:rlijczenzojjst defect
valori proprii recC AeR
vectori proprii se poate sa nu existe toti existd toti si sunt ortogonali
descompunerea A =VvDV! A=VDV'
algoritmul algoritmul QR Hessenberg + iteratii
complexitate Dnd 6n’

g8



Algoritmul Hessenberg + iteratii (cazul simetric)

Un algoritm conceptual simplu, dar eficient:

» folosind transformari Hessenberg, aducem matricea simetrica
la forma tri-diagonala

» incepem un proces iterativ (teoretic infinit) care reduce forma
tri-diagonald la form3 diagonal3 (folosind rotatii Givens)




Algoritmul Hessenberg + iteratii (cazul simetric)

Fie A =

» Primul pas: folosim matricea Q; =

» avem: A2 = QlAQir
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Algoritmul Hessenberg + iteratii (cazul simetric)

10 o0 0
01 0 0
0 0 —3/5 —4/5
0 0 —4/5 3/5

» Al doile pas: folosim matricea Q2 =

4 -3 0 0
-3 10/3 -5/3 0
0 -5/3 —33/25 68/75
0 0  68/75 149/75

P aceasta matrice are doar 3 diagonale diferite de zero

» avem: A3 = QQAQQ; =

» pornind de la A3z Tncepe un proces iterativ pentru a reduce
matricea la diagonala

> avem ca Az = QngAQi’—Q; iar A va fi diagonal



Algoritmul QR (cazul general)

P considerat unul dintre cei mai importanti algoritmi ai ultimului
secol

P> este complet iterativ

» foloseste descompunerea QR (au acelasi nume, dar sunt dou3
proceduri diferite: algoritmul QR si descompunerea QR)

> calculeazi A = UTU" unde T este o matrice superior
triunghiulara complexa iar H Tnseamna simetric si complex
conjugat

» T contine de diagonal3 blocuri Jordan (care contin valori
proprii in perechi complex conjugate)



Algoritmul QR (cazul general)

Algorithm 1: Algoritmul QR

Data: A € R™" astfel incat A = UTU"
Result: T € C"*" superior triunghiular, U € C"™" unitar
(adic3 orthogonal si complex UU" = UHU =1,)
> Initializeaza Ag < A, Ug + I,
» Pentruji=1,...,00:
» descompunerea QR: Q;,R; = QR(A;_1)
> A < RQ;
> U+ U,_1Q;

» Returneaza T = A, si U = U

Observati ca:
A =QIA;,_1Q; = Q"QY A, »,Q;1Q;

:QﬂQll—il . Qi—IA()Q]_ - Qi—lQi



Concluzii

vvyyypy

vy

e greu sa calculdm eficient si corect valori/vectori proprii
multe complicatii (numere complexe, vectori nu exist3, etc.)
dificultatile sunt fundamentale si vin din matematica abstracta

bibliotecile actuale au implementari eficiente: codul surs3 are
sute de mii de linii de cod

Algorimul QR si algoritmul Hessenberg + iteratii

multe aplicatii, vedem cateva la seminar



	
	


