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Ce am f3cut data trecutd: descompunerea valorilor proprii (in
special cazul simetric)

Motivatie pentru metode iterative
Metode de optimizare
Actualizari pe coordonate

Metode iterative
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Spatii Krylov




Descompunerea valorilor proprii (cazul general)

Pentru A € R,

Daca avem Av; = \jv; pentru i = 1,..., n atunci avem defapt
_)\1 i
A2
Alvi v ... v,,] = [vl Vo ... W
- An_
(1)
adica

AV = VD sau A = VDV 1, (2)




Descompunerea valorilor proprii (cazul simetric)

Pentru A € R™"si A=AT.

Dac3d avem Av; = A\jv; pentru i = 1,..., n atunci avem defapt
_>\1 -
A2
A Vi Vo ... Vn] = {Vl Vo ... Vj,
L An_
(3)
adica
AV = VD sau A =VDV'. (4)

(adics, V"1 =VT)




Motivatia: metode iterative de rezolvare a sistemelor liniare

Sunt situatii Tn care nu vrem sau nu putem s3 calculam solutia
sistemului Ax = b.

» dimensiunea n a lui A este prea mare, deci nu putem calcula
foarte precis solutia

» este posibil s3 nici nu putem memora matricea A in memorie
(procesam doar pe blocuri)

» nu vrem o solutie foarte buna, este suficient Ax ~ b

» A are foarte multe zerouri




Motivatia: metode iterative de rezolvare a sistemelor liniare

Sistemul A poate s3 fie sparse (rar) dar factorii sdi nu vor fi

5 -2 0 -2 =2
-2 5 -2 0 0
A=(0 -2 5 -2 0

-2 0 -2 5
2.24 0 0 0 0
—-0.89 2.05 0 0 0
L= 0 -0.98 2.02 0 0
-0.89 -0.39 -1.18 1.63 0

-0.89 -0.39 -0.19 —-1.95 0.45

In acest caz, factorul Cholesky este aproape plin




Motivatia: metode iterative de rezolvare a sistemelor liniare

Cateva caracteristici generale pentru metodele iterative
vom face mai multi pasi in rezolvare, for fi iteratii
am vrea fiecare iteratie s3 fie O(n) sau O(n?) cel mult

vom folosi A, probabil vom avea nevoie s3 face operatii Ay

vrem s3 facem maxim O(n) pasi

>

>

>

» am vrea unii pasi sa fie paralelizabili

>

P> am vrea sa stim dac3 functioneaza mereu
>

conditii teoretice cand merg bine



Metoda de gradient

Cum credeti ca vom folosi metoda de gradient pentru a rezolva un
sistem de ecuatii?




Metoda de gradient

vVvyVvyVvyy

vom folosi tehnica clasicd de optimizare cu gradient
considerdm functia cost f(x) = ||Ax — b||3
gradientule este V£(x) = 2AT(Ax — b)
formula de actualizare este xT1 = xk — vV £(x¥)
cum actualizam gamma?

» rezolvam problema mini’ymize |AX* — b3

(rk)TAATrk

> solutia v = W




Metoda de gradient

Algoritmul
P> repeat

» rk=Ax"—-b
i (rk)TAATrk
T IAATY2

xkHL = xk _ ATk

dac3 ||rk|| este mic atunci return

vy




Metoda de gradient

Algoritmul simplificat pentru minimize x” Ax — 2x"b pentru c3 in
acest caz avem Vf(x¥) = 2(Ax — b).

P repeat

» rk=Axk—-b

> k)T k
G )TArk

> xk+1 ok _ ,yrk

» dac3 HrkH este mic atunci return

Facem Tnmultiri Ay de doud ori. Cum elimindm o asfel de
inmultire?




Metoda de gradient

Algoritmul simplificat pentru minimize x” Ax — 2x"b pentru c3 in
acest caz avem Vf(x¥) = 2(Ax — b).

> rk=Axk—b

P> repeat
- (rk)Trk
> 9= (rF) T ATk
b Xkl = xk gk
»  daci ||[r¥|| este mic atunci return
>kt =k APk

Am folosit faptul ca x

k1l — xk — yr implics rft1 = rk — yArK.




Optimizare pe coordonate

Ideea: modificam o singura coordonata din x la un pas.
Cum arata algoritmul?




Optimizare pe coordonate

Ideea: modificam o singura coordonata din x la un pas.
P> repeat

>  alege o coordonata i

T
_ A C— A .
= ara R’ r_;i = Aj_x_;

| 2 Xj




Metode iterative

Ideea generala:
» Inspirate de formula de radical babilonian3

P ideea: sa “spargem problema” in componente care sunt usor
de rezolvat

P iteram pana converge

Structura algoritmului:
> xkt1 = F(xk)
P ne va interesa s3 intelegem cantitatea e
> relatia cu reziduul este Aek = AxK — Ax* = AxK — b = r¥

k:xk_x*




Metode iterative

Ideea generala:
> vom sparge matricea cu care lucram: A=M —N
> vom rezolva Mx**1 = NxK + b
> solutia este x¥T1 = M~INx* + M~1b

Cum m3suram progresul?

k+1 k+1 k *

> definim k1 = xkt1 — x* sj ek = xk — x
> vrem s3 scriem ekl = Cek
> avem Meft1 = Ne¥

> deci avem et = M~INek = (I - M~1A)e*




Metode iterative

De ce importanta relatia dintre erorile consecutive?
> deci avem e**! = M~INek = (I - M~1A)e*
» deci avem eft1 = Cke®

» cand scade precis eroarea? cand spectrul matricei C este
sub-unitar

» conditia este p(C) <1

Cum alegem M si N?
» consideram A=L+ D+ U
» metoda Jacobi: M =D
» metoda Gauss-Seidel: M =D+ L




Spatii Krylov

Ideea de baza
» orice matrice are un polinom caracteristic minimal p()\)
» avem ci p(A) = A"+ AN ad +
» teorema Cayley-Hamilton spune c3 p(A) =0
> pentru A vom avea:

1
——AA" 4 gl =1 (5)
o)

» de unde rezulta faptul ca:

1
Al = —?O(A"*1++...c1|) (6)

P de ce este important acest lucru?




Spatii Krylov

Ideea de baza
» orice matrice are un polinom caracteristic minimal p()\)
» avem ci p(A) = A"+ AN ad +
» teorema Cayley-Hamilton spune c3 p(A) =0
> pentru A vom avea:

1
—=AA gl =1 (5)
o)

» de unde rezulta faptul ca:

1
Al = —?O(A"*1++...c1|) (6)

P> de ce este important acest lucru? pentru ca inversa lui A este
o combinatie liniara de puteri a lui A



Spatii Krylov

Definim spatiul Krylov de dimensiune m ca fiind

Km = {b,Ab,A%b,... A" b} (7)

Si vom cautd aproximarea curenta x™ in spatiul Krylov de
dimensiune m.




Spatii Krylov

Un mod special de a construi o aproximare pentru spatiul Krylov
este metoda de Conjugate Gradient:

> vrem sa minimizim cantitatea f(x) = x” Ax — 2xb

» ne reamintim c3 Vf(x) = 2(Ax — b)

» vom aplica metoda de gradient, dar in loc s3 mergem pe
vectorii de gradient, vom merge pe alti vectori care Tndeplinesc
conditia d,-TAdJ- = 0 pentru i # j (aceasta este proprietate de
ortogonalitate conjugata)

» vom avea:

[ go
> dl = — % cu B = (g Tg(, (este Gram-Schimdt)
> ..

» o proprietate importanta care va rezulta este:

gk . gk—l — A(xk . xk—l) _ ’yk_lAdk_l @’



Spatii Krylov

> 19=b— AX°

P> repeat
k (rk)Trk
> Y= (dk)TAdk

xkHL — k4 gk
rktl — ¢k — ~kAdK

dac3 ||rk||3 este suficient de mic, return
rk+1)Trk+1

B =

dk+1 — rk+1 4 Bkdk

vV v vvVvyYy




P acest domeniu este relativ proaspat, se face in continuare
multa cercetare

» foarte popular pentru ML/AI

» notitele de curs sunt bazate pe o sursd majora:

» Y. Saad, Iterative Methods for Sparse Linear Systems Second
Edition, 2003




	
	


