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@ Valori singulare

@ Descompunerea Valorilor Singulare
@ Rotatie subspatii

@ Calcul DVS
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Valori gi vectori singulari

Teorema

Fie matricea A € R™*" cu rangul r € [0, min(m, n)], atunci exista matricile
ortonormale U € R™*M_V ¢ R™" gstfel incat:

Tay_ < |21 0
=[5
unde
Yy =diag (o1, ,07), o1>:-->o0,>0.

Expresia A= UX V' se numeste Descompunerea Valorilor Singulare a
matricei A.

@ o, se numesc valori singulare
@ U=[w --- Up|senumesc vectori singulari la stanga

@ V=[vy --- V,] senumesc vectori singulari la dreapta

-
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Valori gi vectori singulari

Nr. de valori singulare pozitive ale unei matrice este egal cu rangul acesteia

1 -08
Exemplu: Fie matricea A = [0 1 ] cu DVS:
1 0

1 0 —-0.48 -0.62 -0.62 0 O —062 —078

u >

1 -08] [-079 0 —062][162 0
[0 1 ]— [o.ss 0.78 —0.49] [ 0 1] [_0'78 0'62}

vT

o1 = 1.62,02 = 1, deci A are rang 2 (echivalent, cele 2 coloane sunt liniar
independente)
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Valori gi vectori singulari

n m n

@ X is unique and has the same form as A

m

A =

m

U

m

(04 0--- 0 0--- 0
0 oo--- 0 0--- 0
@ ifm<nthenX = | . . .
: 0--- 0
0 om 0--- 0
(01 O- 0]
0 oo 0
@ ifm>nthenX=|0 0 Om
0 0
0 0 |
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Valori gi vectori singulari
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Valori gi vectori singulari

Proprietati ale DVS:
@ Av, = oiu; §I ATU,' = o;V; pentru i=1:n

@ Imin|Xll2 < [|AX]l2 < omax||X|l2

,
@ Formaredusa: A=Y ojuv| = UZVT
i=1

CALCUL NUMERIC 3/11



Rotatia unui subspatiu

Problema Procrust Ortogonala: Fie matricile A, B € R™*", este posibil ca
matricea A sa fie obtinuta prin rotatia lui B?

min |A—BQl|r
sl. Q"Q =1,

@ Se cauta matricea ortogonala optima Q* care minimizeaza distanta de
la A la transformarea BQ*

@ Solutia Q* se calculeaza folosind descompunerea DVS!
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Rotatia unui subspatiu

n
IA—BQIIE = A — BQi13

i=1
n
= |Al5 +1BQi|3 - 2(A;, BQ)

i=1

n

= ||AI +1BQIZ — 2 [ATBQli
i=1

= ||AlZ + Bz - 2Tr(ATBQ)

Primii doi termeni ||A||3 si || B||3 sunt constante in raport cu Q
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Rotatia unui subspatiu

Problema Procust originala se reduce la:
max Tr(QTBTA)
sl. Q"Q=1,

DVS: UT(BTA)V = ¥
Notam: Z := VTQTU

TH(Q'BTA) = TH(Q"UZVT) = TH(VT QT Ux)
n n
=Tr(Z%) = ZZIIUI < Zai
i=1 i=1
n
Solutia presupune atingerea marginii superioare Z o; prin gasirea unui Q

i=1
astfel incat Z = VT QU = |,
Observam ca alegand Q = UV rezultd Z = VT(UVT)TU = VTVUTU = [ L\
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Rotatia unui subspatiu

Problema Procust originala se reduce la:
max Tr(QB' A)
sl. QTQ=1,

Algorithm 1: Procust
Data: A, B e R™"

1 C=B"A
2 Calculeaza DVS: U'CV =%
3 Q=UVT
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Relatie cu valorile proprii

Se observa usgor din relatiile specifice vectorilor singulari:

AV,' = oju;
ATU,' = 0oV

prin inmultirea de ambele parti cu AT (respectiv, a doua relatie, cu A) se
obtine

ATAV,' = (7,-2V,'
AATU,' = O'I-ZU,‘

ce aratd ca v; sunt vectori proprii ai gramianului AT A, iar u; ai lui AAT.
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Relatie cu valorile proprii

Pentru orice A € R™ ", gramianul AT A € R™" este 0 matrice simetrica
pozitiv semidefinita, i.e.

M 0 - 0
T Aeo O T
ATA=P : P unde PTP = |,
0 0 - M\

Spectrul {\;}1<i<n reprezinta valorile proprii ale matricii A.
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Relatie cu valorile proprii

Daca presupunem disponibila DVS a matricii A, atunci

ATA=(UuzvHT(uzvhH=vzyu'uzv’
N——

o2 0 0
=V ° US ° vT
0 O o5
Se identifica:
vl — pT

0,2:)\,-

Vectorii proprii ai lui AT A compun vectorii singulari la dreapta a lui Al
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Relatie cu valorile proprii

Aplicam o procedura similara pentru vectorii singulari la stanga:

AAT = (UuzVv UV =Uuz VTvzUT
N——

o2 0 -~ 0
0 o2 .- 0

~U 2 uT
0 O a2,

Matricea AAT este diagonalizabild, deci este posibil calculul vectorilor proprii
AAT = QsQT

Se identifica:
U=Q
Vectorii proprii ai lui AAT compun vectorii singulari la stanga ai lui A!

) = — = =TT
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Calcul SVD

@ Step 1: Formeaza C = A’A

@ Step 2: Aplica algoritmul QR simetric pentru calculul V astfel:
VTCV = diag (03, ,02)
@ Step 3: Calculeaza u; = %Avi pentrui=1:n
@ Step 3’: Calculeaza folosing fact. QR AV = U X
—
Q R

CALCUL NUMERIC 10/11



Calcul SVD

@ Step 1: Formeaza C = ATA

@ Step 2: Aplica algoritmul QR simetric pentru calculul V astfel:
VTCV = diag (012, e ,O’%)

@ Step 3: Calculeaza u; = %Av,- pentrui=1:n

@ Step 3': Calculeaza folosing fact. QRAV = U %
R
Q

In practica formarea AT A sau AAT este costisitoare!
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Calcul SVD
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