CALCUL NUMERIC

Analiza Componentelor Principale

Paul Irofti
Cristian Rusu
Andrei Patrascu

Departament Informatica
Universitatea din Bucuresti



@ Reductie Dimensionala
@ Algoritm PCA

@ Aplicatie

CALCUL NUMERIC 2/18



Reductie dimensionala

@ Utilizarea si prelucrarea datelor de dimensiuni mari impune adesea mari
dificultai privind analiza, vizualizarea si stocarea acestora

@ Cu toate acestea, dimensiunile mari atrag redundante ascunse in date,
e.g. anumite componente pot fi exprimate ca si combinatii liniare de alte
componente.
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Analiza componentelor principale

Analiza componentelor principale (PCA) reprezinta o metoda simpla de
reductie dimensionala liniard, aparuta pentru prima oara in lucrarile lui
Pearson (1901)

@ Datele: X = [x1, X2, --- , xy] € RN cu media 0

@ PCA determina o baza subspatiului optim de dimensiune m << d, i.e.
B € RY*™ care retine maximum de informatie continuta in X

@ Astfel, reduce dimensiuneadeladlam X — 2
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Analiza componentelor principale

Matricea bazei B = [by by --- bp], unde m < d, este ortonormala:
@ b/b; =0 pentru orice i # j
@ bbj=1pentruorice 1 <i<N

Coordonatele vectorilor in noua baza: z; = BT x;

Proiectiile vectorilor in noua baza: x; = Bz;
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Analiza componentelor principale

Subspatiul optim corespunde bazei B are minimizeaza distanta || X; — x|
Echivalent, baza care maximizeaza varianta noilor coduri {z; f‘; (Hotteling)

V,[z] = W[BT(x — X)] = Vx[B"x — BTX] = V,[B" x],
unde am folosit media x = 0.
Reamintim: varianta unei variabile aleatoare discrete y (cu N valori) este
1 =\2
Vylyl = N Zj:(yf‘ -Y)

unde y este media lui y.
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PCA - prima iteratie

Incepem prin maximizarea variantie pentru prima componenta din z:

’
Viz] =5 > 75

Notam: S := 1N x,-x,T matricea de covarianta a datelor X

i=
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PCA - prima iteratie

Prima iterafie necesita rezolvarea:

max b] Sby
s.l. ||b1]] =1

Conditii de optimalitate: punctele de maxim satisfac setul de egalitati

Sb1 = A\ by
[[b1]] =1

@ Recunoastem aceste relatii din cursul de valori/vectori proprii
@ Solutia: (by, A1) vectorul propriu maximal al lui S
@ by reprezinta prima componenta principala

@ )\, varianta datelor proiectate pe subspatiul definit de prima componeias
principala i
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PCA - iteratia k

Consideram ca au fost executate k — 1 iteratii, care au produs {by,- -, bxk_1}
Mai departe, la iteratia k, eliminam “efectul” primelor kK — 1 componente

k—1
XK .— x — Z bib] X Sk .—
i=1

1w o

— XK (XUNT
N (X*)
Aplicam iteratia k pe noile date proiectate X*):

max b,z-é(k)bk
sl [|bg| =1

Vectorii proprii ai lui S sunt identici cu cei ai lui S
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PCA - iteratia k

Vectorii proprii ai lui S sunt identici cu cei ai lui S
i 1o 1 k-1 k-1 T
SMp; = NX(")(X("))Tb,- =N (x -3 b,-b,-TX> (X -3 bibiTX> bj

i=1 i=1

)0, dacai< k
| \bi, dacdi>k

Verificati!
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PCA - iteratia k

2 0 dacai < k
Din relatiile precedente, avem );(S®)) = ¢
iep (5) X(S), dacdi>k
De aceea, subproblema asociata iteratiei k:

max kaS(k)bk
s.l. ||bg]| =1

are solutia: vectorul propriu asociat valorii proprii maxime a matricii S*)

Concluzie: Baza optima PCA, i.e. B=[by b2--- by], este formata din
vectorii proprii ai matricii S asociati celor mai mari m valori proprii.
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Informatia conservata prin reconstructie pe baza lui B este data de:

Informatia pierduta (eroarea) la reconstructie:

d
Im =Y X(S)

i=m+1
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Calculul PCA

Pasi PCA:
1 Se compune S = L XXT, unde X = [x; --- xn]
2 Calculeaza DVP (Descompunerea Valorilor Proprii) lui S = UAUT
2" Calculeaza DVS (Descompunerea Valorilor Singulare) lui X = UX V'
3 Calcul subspatiu: B = [uq - - - Up]
4 Reconstructie: Z = BTX; X = BZ

Pentru pasul al doilea se executa: 2 SAU 2’
@ Coloanele lui U reprezinta vectorii proprii ai matricii XX

@ Intre valorile proprii A; (pas 2) si valorile singulare (pas 2’) are loc relatia:

A=

=3,
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Calculul PCA

Aplicatie MNIST:

@ Consideram setul de date MNIST format din imagini ale cifrelor 0-9
scrise de mana

@ Se echivaleaza fiecare pixel cu un numar egal cu nivelul de gri si se
vectorizeaza

@ Dupa transformarea imaginilor in vectori numerici avem:
N =5389,d =784, m < {1,10,100,500}

@ Numarul maxim de componente principale: 784
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Calculul PCA
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Calculul PCA

Concluzii aplicatie MNIST:
@ Pe prima linie apar 4 imagini originale ale cifrei 8

@ Pe fiecare dintre liniile urmatoare transformarile in imagini ai vectorilor
reconstruii folosind un numar fixat de componente principale

@ La final de linie este indicat numarul de componente principale folosit

@ Observam ca reconstructia pe baza primelor 500 de componente este
aproape perfecta

@ Compresie: stocam doar primele 500 CP (< 784) + coordonatele
asociate imaginilor z; = B x;

@ Necesar memorie: 500-784+ 500-N < 784 - N
N—— N—— N——

Mem. CP Mem. coduri z Mem. imagini originale

2
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