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Probleme de invatare automata

» probleme supervizate

» primim un set de date cu N elemente, sub forma de perechi:

S = {(x1,y1), (x2,y2), ..., (xn, yn) } (1)

unde proprietitile x; € RY si eticheta y; € R sau y; € {0,1}

» tipuri de probleme supervizate

P> regresie, eticheta este y € R
> clasificare, eticheta este y € {0,1}

> exemplu: x; € RY poate s3 fie o imagine (dac3 imaginea este
1024 x 1024 pixeli atunci d = 10242) iar y; € {cat,dog}

> exemplu: x; € R? sunt proprietitile unei case de vanzare iar
yi € R, este pretul



Probleme de invatare automata

» probleme nesupervizate

» primim un set de date cu N elemente:

S:{X]_,Xz,...,XN} (2)

unde propriet3tile x; € R, dar de data aceasta far3 eticheta y;

» tipuri de probleme supervizate

» reducere dimensionald
P> detectrea anomaliilor

> exemplu: x; € RY poate s3 fie o imagine (dac3 imaginea este
1024 x 1024 pixeli atunci d = 10242) problema poate s3 fie sa
reducem dimensiunea datelor daci 10242 este prea mare @’



Modele liniare

P probleme supervizate: regresie

» primim un set de date cu N elemente, sub forma de perechi:

S = {(x1,y1), (x2,¥2)5 - - (Xn5 yn) }

unde x; € RY si eticheta y; € R

P ce intelegem bine, sunt problemele si modele liniare

> adicd avem o functie f,(x;) = y; pentru toti i =1,..., N
» daci f,, este liniar3 atunci f,(x;) = w'x;
» adica avem o functie care face o combinatie liniara a

proprietatilor



Modele liniare

P ce intelegem bine, sunt problemele si modele liniare

adicd avem o functie f,(x;) &~ y; pentru toti i =1,..., N
daci f,, este liniar atunci f,(x;) = w’x;
adica avem o functie care face o combinatie liniara a

proprietatilor

vvyy

> aici d = 1 deci x; sunt numere (nu vectori) — si sunt pe axa ox

y; este valoare pe axa oy

P> exemplu: x; poate sa fie cati bani are in cont persoana /, y;
este cati bani ar mai putea imprumuta de la o banca

v




Modele liniare

P ce intelegem bine, sunt problemele si modele liniare
» adicd avem o functie f,(x;) = y; pentru toti i =1,..., N
» daci f, este liniard atunci f,,(x;) = w'x;
» adica avem o functie care face o combinatie liniara a
proprietatilor
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> atunci f,(x;) = y; si avem

T
WX = [Wo W1} =W+ wiXi = Vi




Modele liniare

20 o 10 20 30 a0 50 50
» atunci f,(x;) = y; si avem

1
wix; — [WO Wl] —wotwxi=y  (4)
Xi

P trebuie sa Ti aflam pe wy si wy
P rezolvam:

N

inimizeazd Y ((fu (i), yi) + A|w|3
mlnwéléz z ; (fw(xi), yi) + Alwl|3




Modele liniare

» rezolvam:
minimizeaz3 Zf ), yi) + Alwlf3 (6)
i=1
» pierderea (loss function) se defineste
Ufw(xi),v1) = (Fu(xi)=yi)* = (W% = yi)? = (wo+wix—yi)?
» problema devine:
N

minimizeaz3 Z(W xi — ¥i)* + Allw|3 (7)
weR? i=1

» de minim cite puncte N avem nevoie?




Modele liniare

>

rezolvam:

minimizeaz3 Zf (xi),yi) + A|w|3 (6)
i=1

pierderea (loss function) se defineste
Ufw(xi), yi) = (Fu(xi) =yi)? = (WTxi—y;)? = (wo+wixi—y;)?
problema devine:

N

minimizeaz3 Z(W xi — ¥i)* + Allw|3 (7)
weR? i=1

de minim cite puncte N avem nevoie? N = 2 pentru ca avem
doi parametrii de aflat, avem nevoie de doud constrangeri




Modele liniare

» problema devine:

N

A o T 2 2
mizeaz3 E w'x; —yi)+ \|w 8
mmiue;lé z ,-:1( i Yi) [[wl|3 (8)

» de minim cite puncte N avem nevoie? N = 2 pentru c3 avem
doi parametrii de aflat, avem nevoie de doua constrangeri

P> de ce avem nevoie de mai multe puncte? pentru ca in general
fw(xi) = yi + €; (se adaugd zgomot, deci mdsurdtorile nu sunt
perfecte - cu mai multe masuratori mitigam efectul
zgomotului)

> fie X = X1 X2 ... Xp

$iy:[)/1 Yoo ... YN

» dacd N =2 cum aflam w?

» dacd N > 2 cum aflam w? @’



Modele liniare

» problema devine:

N
minimizeazs Y (w’x; — yi)? + Al|lwl[3 9)
weR? ‘
i=1
» de minim cite puncte N avem nevoie? N = 2 pentru c3 avem
doi parametrii de aflat, avem nevoie de doud constrangeri
P de ce avem nevoie de mai multe puncte? pentru ca in general
fw(xi) = yi + €; (se adaugd zgomot, deci m3surdtorile nu sunt
perfecte - cu mai multe masuratori mitigam efectul

zgomotului)
-

> fie X = X1 X2 ... Xp

siy= [)/1 Y2 ..o YN
» dacd N =2 cum aflam w? rezolvdm un sistem Xw =y si
atunci w = X~ 1y
» dacd N > 2 cum aflam w? cele mai mici patrate @’
(XXT + Xz)w = Xy si atunci w = (XX + Alp) !Xy



Modele liniare

[ele]

-5

» ce facem acum? cum arat3 solutia liniara acum?




Tipuri de modele nelineare

25

200 o

» solutia liniard nu corespunde realitatii
» cum ad3ugdm nelineritate in problema/solutia noastra?

> metode nucleu (kernel)
» retele neuronale




Tipuri de modele nelineare

25

200 o

» solutia liniard nu corespunde realitatii
» cum ad3ugdm nelineritate in problema/solutia noastra?

> metode nucleu (kernel)
» avem Xx; si putem genera noi:
x?,x3, ... cos(x;),sin(x;),...,e%, ... pe care le putem
considera proprietati noi




Tipuri de modele nelineare
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P obsersati ca in necunoscutele w problema este tot liniara
> nelinearitatea este in felul in care am ales indicatori noi (am
ridicat la patrat x;)




Un exemplu

P ni se da un set de date
S§=1{(-1.1,2),(-0.4,1),(0.1,1.4),(0.8, —5)}

» presupunem ca modelul corect este un polinom de grad 3
fW(X) = Wy + WiXx + W2X2 + W3X3

» atunci noi avem f,(—1.1) = 2, f,(—0.4) =1 s.a.m.d

> toate aceste relatii se pot scrie astfel

1 -11 (-1.1?2 (~1.1°] [we 2
1 —0.4 (=0.4)2 (—0.4)3| |w 1
(047 (~04P| || _ (10)
1 0.1 0.12 0.13 Wo 1.4
1 0.8 0.82 08% | |ws] |-5]




Un exemplu

> toate aceste relatii se pot scrie astfel

11 (112 (~1.1)°
—0.4 (-0.4)> (-0.4)3

0.1
0.8

0.12
0.82

0.13
0.83

wo

w1

w2

w3

-5

(11)

> daci x; < 1 atunci puterile tot mai mari fac ca x/ s3 fie tot

mai mic, invers dacd x; > 1 atunci x* va fi tot mai mare

» desi matricea va fi inversabild (dacd S nu are dubluri pe
punctele x;) va avea numarul de conditionare k(X) foarte

mare (prost)

» cand k(X) este mare atunci patim in w s3 avem elemente de
genul 1019 sj —10*! (numere mari care aproape se anuleaz3,

solutia nu este stabil3)

g8



Un exemplu

P toate aceste relatii se pot scrie astfel

N = e

11 (~1.1)2 (=1.1)3]

—0.4 (—-0.4)> (-0.4)3

0.1
0.8

0.12
0.82

0.13
0.83

wo

w1

w2

w3

-5

(12)

» cand k(X) este mare atunci patim in w s3 avem elemente de
genul 10%0 sj —10' (numere mari care aproape se anuleaz3,
solutia nu este stabil3)

> solutia: acel +\||w||3 pentru c3 din cauza lui in loc s§

inversam X, inversdm X + Al care are k mult mai bun (mult

mai mic) si in w nu mai apar numere mari cu semne opuse

> +)||w||3 se numeste regularizare

g8



Metode nucleu (kernel)

» pornim de la un x; care este in dimensiune R? si ajungem
intr-o altd dimensiune R cu D >> d (calculdm tot felul de

functii cu x;)

» ideea de baza: x; 2)

1

2
Xj

W

cos(x;)

0




Metode nucleu (kernel)
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» ideea de baza: x; —
cos(x;)
e
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P initial problema nu se putea rezolva liniar, dar cand am
adaugat proprietati mai multe atunci da




Metode nucleu (kernel)

> ideea de baza: x; ﬂ

eX
P> dar cum alegem acest ¢? fiecare element din ¢ e o functie de
elemente, de unde scoatem aceste elemente (pot fi functii
polinomiale, trigonometrice sau orice altceva)? si cite sunt?

adica cum alegem D?

P> am vrea cat mai multe, intuitia: cu cat sunt mai multe si mai
diferite cu atat e mai mare probabilitatea sa gasim o form3
apropiatd de continutul datelor



Metode nucleu (kernel)

> nisedixeR?

$1(x)

» transformam x in ¢(x) = : care este un vector in RP

¢p(x)
» atunci ¢ : RY — RP se numeste feature map (maparea
proprietatilor)
» y nu pateste nimic
» functia noastr3 liniard este f,,(x) = w’ ¢(x) = ZJ-';I w;d;(x)
iar w € RP trebuie calculat




Metode nucleu (kernel)

>

>

>
>
>

>

inainte aveam matricea cu date X = {Xl X ... XN] de

dimensiune d x N
acum avem datele transformate

b = {(ﬁ(xl) d(x2) ... ¢(XN)] de dimensiune D x N

inainte am rezolvat w = (XX + \l4)~1Xy

acum rezolvim w = (®® 7 + \lp) 1Py

problema acum este de dimensiune D x D este extrem de
mare (vedem imediat ca vrem D s3 fie enorm)

Teorema de reprezentare: w solutia sistemului cu ® se scrie

N
w=>®c=> o¢(x)c. (13)
i=1
Adica solutia noastra este o combinatie liniara a coloanelor din
matricea de date transformate ® (metoda neparametricd).
larc = (®7® + My) "ty

g8



Metode nucleu (kernel)

P> Teorema de reprezentare: w solutia sistemului cu ® se scrie

w=®&c= id)(x,-)c,-, iarc=(®7®+ AMy)"ly.  (14)
i=1
» Dem. (folosim ® = USVT, Ip=VTVsilp=UUT):
w=(®®" + \p) ey (®=UxVT)
=(UZVTVSUT + M) tUsVTy (VTV =1p)
=(UZ2UT + Mp)tusVvTy (Ipb=UTU)
=(UZ2UT + \UUT)TuzVTy (U factorsi UTU = Ip)
=U(22 + Mp)'ZV Ty doud matrice diagonale comut
=UZ(Z2+ Mp)tVTy (Ip=VTV)
=USVTV(Z2+ Mp)tVTy scriem totul in functie de &
=B(®7® + \My) "y @,



Metode nucleu (kernel)

ce am facut?

> am ajuns de la
w=(®®" +Alp) Py (15)
o problema D x D
> panala
w=2=&(® ®+ Ay ly (16)
o problema N x N

» de ce ne-am chinuit atat de mult? pentru ca D va fi enorm,
mult mai mare si decat N (si d). defapt D va fi infinit. deci
nici nu am putea s3a rezolvam n forma initiala problema




Metode nucleu (kernel)

> pentru oricare x € RY functia noastr3 va fi
fu(x) =w’ o(x)"
=o(x)"w
=o(x)" ®c
=¢(x) " @(27® + Aly) "y
=K (K + Aly) "y

_kT
=K, c

(17)

» K € RV*N se numeste matricea de kernel, elementul de pe
pozitia (i, /) este d(x;) T ¢(x;)
> K, este un vector care contine de pozitia j elementul
6(x) T 6(x)
> idee importanta: nu avem nevoie s3 stim ¢(x) avem nevoie
doar s3 stim elemente de tipul ¢(x) " ¢(z)
> aceste se numeste trucul kernel (the kernel trick), nu @
avem nevoie de niciun ¢ doar de produse scalare Tntre ¢-uri



Metode nucleu (kernel)

» deci nu ne trebuie ¢, ne trebuie doar sa stim cum sa calculdam

k(xi,x;) = o(xi) T B(x)) (18)

unde x; si x; sunt oricare doud puncte din setul de date care
ne este dat

> ce proprietati trebuie s3 aiba acest nucleu (kernel)?
> s3 fie simetric k(x;,x;) = k(x;,x;)
> toatd matricea K s3 fie simetricd si pozitiv definitd (toate
valorile proprii s3 fie pozitive)




Exemple (cateva)

>

kernel liniar

k(xi,xj) = x,-ij

kernel polinomial

kernel Gaussian

kernel Gaussian

kernel sigmoid

k(xi,x;) = (x] x; 4+ 1)P

% — ;3
k i Rj) = -
(xi,xj) = exp ( 52

RBF

k(i) = exp (=]xi = xi[13)

k(x;i,x;) = tanh(ax;x; + )

(19)

(20)

(21)




Exemplu (kernel polinomial)
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Cum folosim metode nucleu?

Antrenare:

» Avem un set de date S = {(x1,)1), ..., (Xn,yn)} si alegem
un kernel k(x;j,Xx;).

» calculdm matricea kernel K de dimensiune N x N.

> rezolvim sistemul ¢ = (K + Aly)~ly, iar A € R, il alegem noi.

Testare:
»> avem un nou punct Xp/i1.

» calculdm k(xp41,%;) pentru i =1,..., N (acesta este vectorul
notat cu K in curs).

> rezultatul este f(xy,1) = K]

« C.
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aplicatii ale metodelor de kernel vom vedea la seminar

cand folositi multe biblioteci de python veti observa c3d va lasa
sa folositi un kernel (implicit sau standard este kernel-ul liniar)

pe langa retele neuronale, sunt principala metod3 de a ad3uga
nelinearitati in problemele noastre

ce sa tineti minte: problema initiald este ridicatd intr-un
spatiu dimensional mai mare unde clasificarea liniard este
(cateodatd, nu mereu) capabild s3 rezolve problema

tot ce am discutat se afld pe un fundament teoretic solid
bazat pe spatii Hilbert (vectori si matrice infinit dimensionale) @



	
	


