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https://en.wikipedia.org/wiki/Fourier_series

Aproximarea sinusoidei cu trepte

http://www.riemannhypothesis.info



http://www.riemannhypothesis.info

Reprezentare rara — sparse representation (SR)

Dat un semnal y € R™, apar cateva intrebari
» care este o baza "bund" pentru a-| reprezenta?

P care este numarul minim de s < m vectori necesari pentru
reprezentare dintr-o baza data D?

» dar dac3 pot alege eu baza cat este s?
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Reprezentare rara — sparse representation (SR)

Dat un semnal y € R™, apar cateva intrebari
» care este o baza "bund" pentru a-| reprezenta?

P care este numarul minim de s < m vectori necesari pentru
reprezentare dintr-o baza data D?

» dar dac3 pot alege eu baza cat este s?
Raspuns: Aleg baza ce contine pe y printre vectorii sdi a.l. s =1

Ce se Intdmpla daca vreau sa reprezint o familie de N > m
semnale diferite?

Raspuns: O solutie este s3 aleg o baz3 redundanta D € R™*",
unde m < n. D se numeste dictionar iar coloanele sale atomi. @’



Exemplu DCT cu m=8sin=16

Coloanele 1 si 3 sunt baza canonic3, iar 2 si 4 sunt

redundante.
1 2




Exemplu DCT cu m=8sin=16

Cum se reprezinta y = 0.5d; — 0.2dg canonic? Dar

redundant?
1 2




Tel reprezentari rare

Scopul nostru devine astfel sa reprezentam un semnal y a.l.

y= DX_ZXJ i _ZXJ s (1)

JjES

unde multi x; sunt zero, iar S = {j | x; # 0} e suportul semnalului.

y D X

Definitie: x se numeste reprezentarea rard a lui y.




Posibilitati de alegere

Fiey € R™ si D € R™*" date a.l.
P stim ca y exista intr-un subspatiu de dimensiune s
> acest subspatiu este mic in comparatie cu R™

» deci reprezentarea rard x are avea un suport |S| = s

Cate posibilitdti de alegere a unui set de s atomi din dictionar am?
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Posibilitati de alegere

Fiey € R™ si D € R™*" date a.l.
P stim ca y exista intr-un subspatiu de dimensiune s
> acest subspatiu este mic in comparatie cu R™

> deci reprezentarea rard x are avea un suport |S| =s
Cate posibilitdti de alegere a unui set de s atomi din dictionar am?
Raspuns: (7) ~ n°/s!
Dar dintr-o baza?
Raspuns: (7) = m*/s!

Deci dictionarul este mai bogat cu (n/m)* posibili candidati. (Ce
presupunere am facut legatd de atomii dictionarului?)

g8



Exemplu: subspatiis =2, m=n=3

Doar (g) = 3 subspatii pot fi obtinute.
> d; si d» genereaza subspatiul galben
» d; si d3 genereaza subspatiul albastru
» d, si d3 genereaza subspatiul rosu




Problema de optimizare

Formularea exacta
min || x||o
X (2)

st. y=Dx

unde ||.||, este pseudo-norma-zero care numara elemente nenule.
De ce este o ||.|[, o pseudo-norma? Ce proprietate nu indeplineste?

Daca ar exista o astfel de solutie, cat de usor ar fi s3 o gdsesc?




Problema de optimizare

O formulare mai relaxata a problemei precedente
min ||x|lo
X (3)

st. |y—Dx||<e

unde ¢ este o toleranta acceptata.

Putem c3duta o solutie urmarind ca suportul sa fie cat mai rar:
. _ 2
min  |ly — Dx||
st. [xfo<s

Aceste solutii se preteaza foarte bine cazului in care semnalul
mdsurat este perturbat de un zgomot v

y =Dx+v. (5)
care se pierde in urma aproximarii @'



Greedy

>
>
>

construiesc suportul adaugand cate un atom la fiecare iteratie
rezolva o sub-problema restransa la pasul curent

sunt foarte rapizi

Relaxare convexa

>
>
>

Tnlocuiesc norma-0 cu norma-1

problema se transforma ntr-o problem3 de optimizare convexa
norma-1 promoveazd solutiile rare (dar nu la fel de rare ca
norma-0)

norma-1 poate fi mutata ca regularizare in obiectiv pentru a
controla mai bine cat de rard va fi solutia



Orthogonal Matching Pursuit (OMP)

v

cel mai popular algoritm (greedy)
» construieste iterativ suportul S

> foloseste reziduu curent

e=y—> xd. (6)

JjeS
P pentru a alege atomul ce coreleaza cel mai mult cu el
e di| = max e d. (7)
igs
» dupad care recalculeaza coeficientii din x

xs = (DiDs)™'Dly,




Algoritmul OMP

Algorithm 1: Orthogonal Matching Pursuit

Data: dictionary D € R™*"
signal y € R™
sparsity level s
stopping error €
Result: representation support S, solution x

1 Initialize S=0, e=y

2 while |S| < s and ||e|| > ¢ do

3 Find new index: k = arg max;gs |e ' dj|

Build new support: S < S U {k}

Compute new solution: xs = (DI Ds)™*Dly
Compute new residual: e = y — Dsxs

(=2 IS R




Algoritmul OMP — complexitate

Algorithm 2: Orthogonal Matching Pursuit O(ms(n + s2))

Data: dictionary D € R™*"
signal y € R™
sparsity level s
stopping error ¢
Result: representation support S, solution x

1 Initialize S=0, e=y

2 while |S| < s and ||e|| > ¢ do

3 Find new index: k = argmax;gs e’ d|| O(mn)
Build new support: S <— SU {k}

Compute new solution: xs = (DIDs)™*Dly O(ms?)
Compute new residual: e =y — Dsxs O(ms)

(=2 S B




Garantii

Definitie

Un dictionar D satisface restricted isometry property (RIP) dacd
pentru orice bloc de s coloane D constanta 0s este cea mai mica
a.l.
2 Ao (12 2
(1= 6s)lIx]|” < |Dx]|* < (1 + ds)||x]] (9)

pentru orice vector x de dimensiune s.

Propozitie

Vs +1-1

OMP gaseste cea mai rara solutie daca ds41 < >
s




Alegerea dictionarului

ortogonal: DFT, DCT, wavelet
redundant: exemplul cu DCT de mai devreme

aleator: cu proprietdti bune (ex. RIP)

vvyyy

structurat: compunerea a mai multor transformari
(DCT+wavelet)

> invatat: dictionarul este adaptat pentru un set de N semnale
de antrenare dat (dictionary learning (DL))




Exemplu Tnvatare cu m =8 si n =16

Initializare cu DCT redundant

1 2

=1 (K

10
13 14 15 16

Semnale de antrenare 7; = cos(2mwiw/m), w € [Z, 7

:
5




Exemplu Tnvatare cu m =8 si n =16

Dupa antrenare
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Rezultat: reprezentari rare cu eroarea de doud ori mai mica.




Problema de antrenare

Date semnalele de antrenare Y € R™*N sj s, antrenarea
dictionarului D presupune rezolvarea problemei de optimizare

. - 2

min ||Y — DX|[z

st |xllo<s, £=1:N (10)
Il =1, j=1:n

unde variabilele sunt D € R™*" si X € R"™N,

De ce e nevoie de normalizarea atomilor?




Exemplu: Problema de antrenare

Aproximarea Y =~ DX trebuie sa fie cat mai buna.




Exemplu: Problema de antrenare

Contributia unui singur semnal

[N 1 1§




Calitatea aproximarii

Eroarea de reprezentare E este
E=Y - DX (11)

lar obiectivul (10) poate fi rescris drept

IEllF = ZZe,g (12)
i=1/4=1

sau partitionat pe semnale

N N
IENE =" lleedl* =" llye — Dxel|?, (13)
=1

(=1




Subprobleme

Avand in vedere ca (10) este o problem3 biliniard, in practica
problema este Tmpartita in doua.

Problema de reprezentare (sau de codare rard)

. - 2
min || Y — DX

(14)
st. xello<s, £=1:N
si problema actualizarii dictionarului
i Y — DX||?
s | Iz
s.t. XQC =0 (15)

ldil =1, j=1:n

unde Q reprezintad pozitile cu elemente nenule din X, iar Q€ setul
complementar.



Schema de calcul

Algorithm 3: Optimizare alternativa

Data: semnale Y € R™N
raritate s
dictionar initial D € R™*"
numar de iteratii K
Result: dictionar antrenat D

1 for k=1:K do

2 Codificare: pastrand D fixat, rezolvdm (14) pentru a
calcula reprezentarile rare X

3 Actualizarea dictionarului: pastrand tiparul nenul € fixat,
rezolvam (15) pentru a calcula dictionarul nou D;
matricea X poate fi actualiata sau nu

4 Normarea atomilor, daca nu a fost efectuata deja:

di < dj/||dj|l, j=1:n @’




Coordinate Descent (CD)

Observam ca produsul DX poate fi scris in functie de fiecare atom

DX => dix/. (16)
i=1
deci contributia atomului j poate fi separata
T T
Y —DX|| =Y =) dx/ —dx;
i#j

: (17)

unde partea fix3d este

F=
i#]

Y-> d,-x,-T] , (18)
7z

j
iar actualizarea atomului d; implica rezolvarea problemei

min ||F - d;X;z,

2
d; F




Exemplu: actualizarea atomului d;

Problema aproximdrii (19) este

OMERERECAY -

F d;

Xz,

-




Solutie CD

Propozitie

Solutia problemei (19) este

Fx

= W (20)

Demonstratie folosind trasa si proprietatea tr(ABC) = tr(BCA).

= tr[(FT —xd")(F — dx")]
= tr(FTF)—2tr(FTdxT) 4+ tr(xdTdxT) (21)
= |Flz —2x"FTd +|x||*d"d.

P a7l
;

g8



Normalizare

Propozitie

Solutia problemei

min [ — o]
st |d] =1
este Ex
= TR

(22)

(23)

Aceastd solutie mai este solutia problemei CD?




Abordarea K-SVD

P cel mai popular algoritm de antrenare de dictionar

» actualizeazad simultan atomul si reprezentarile ce 1l folosesc

w |r-a: o
st. |d =1

» poate fi privit drept o form3 bloc a CD




Solutia K-SVD

Fie descompunerea SVD a matricei F
r
F = ZO‘,’U,‘VIT, (25)
i=1

atunci solutia problemei (24) este

d:ul, X=01V1. (26)




Algoritmul K-SVD

Algorithm 4: Actualizare K-SVD

Data: semnalele Y € R™*N
dictionarul actual D € R™*"
reprezentirile X € RN

Result: dictionarul actualizat D

1 Eroarea de calcul E=Y — DX

2 for j=1to ndo

3 Modificarea erorii: F = Ez; + d;jX; 1,

4 Calculul primei valori singulare o1 a lui F impreuna cu
vectorii singulari asociati u; and v;

5 Actualizarea atomului si a reprezentarilor:

d=uw, Xz =o'

6 Recalcularea erorii: Ez; = F — d; X; 7,
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eliminarea zgomotului (denoising)
completarea unei imagini (inpainting)
compresie

clasificare

rezumarea colectilor de imagini (image collection
summarization)

rezumarea video (video summarization)

albume foto (photo albuming)




Exemplu: eliminarea zgomotului

Original
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